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第３部
チューリング機械
と計算理論



第五章：
チューリング機械と０型文法

最強のオートマトンと
対応する 最も強力な文法を導入する。

1. チューリング機械

2. ０型文法

3. チューリング機械によっても認識できない言語



プッシュダウンオートマトンの性能の限界は、スタックが先頭しか読
めないことから来ていた。

よって、先頭以外も読める補助メモリをオートマトンに付けると、能
力のより強いオートマトンができると思われる。

更に、メモリを書き換えられれば、より便利だと思われる。

しかし、そこまでやるなら、そもそも入力テープを読み書き可能にす
ればよい。

１．チューリング機械 (１)



チューリング機械のイメージ

faとの違い：

(i) テープは読むだけでなく、書くこともできる。
つまり、今のヘッドの下の記号を他の記号に書き換えれる。

(ii) ヘッドは左にも動ける。 （これがないと(i)の意味が無くなる。）

(iii) テープは右方向に際限なく伸びている。（入力列𝑥𝑥より右は空白
を示す記号𝐵𝐵が書かれている）

１．チューリング機械 (２)

有限制動部

𝑥𝑥 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯ テープは右方法には無限に
伸びていて、そこに空白記号

𝐵𝐵が書かれている。



チューリング機械の1ステップの動作：

(a) テープのヘッドの下の記号を読む。

読んだ記号と、現在の状態に応じて

(b) 状態を変える。

(c) ヘッドの下の記号を書き換える。

(d) ヘッドを1コマ右または左に動かす。

１．チューリング機械 (３)

有限制動部

𝑥𝑥 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯



定義5.1 
チューリング機械（TM）は𝑀𝑀 = (𝐾𝐾, Σ, Γ, 𝛿𝛿, 𝑠𝑠0,𝐵𝐵,𝐹𝐹)で表される。

𝐾𝐾:  状態 の集合
Σ：入力記号 の集合
Γ ⊃ Σ： テープ記号 の集合 (入力記号はテープ記号)
𝑠𝑠0 ∈ 𝐾𝐾：初期状態
𝐵𝐵：空白 (特別なテープ記号、入力記号ではない) 𝐵𝐵 ∈ Γ − Σ
𝐹𝐹 ⊂ 𝐾𝐾：受理状態 の集合

（𝐾𝐾, Σ,Γ,𝐹𝐹は全て有限集合）

𝛿𝛿: 𝐾𝐾 × Γ → 𝐾𝐾 × Γ × {𝐿𝐿,𝑅𝑅} 状態遷移関数

𝐿𝐿は『左』、𝑅𝑅は『右』を意味する。

１．チューリング機械 (４)



𝛿𝛿: 𝐾𝐾 × Γ → 𝐾𝐾 × Γ × {𝐿𝐿,𝑅𝑅} 状態遷移関数

例えば、𝛿𝛿 𝑠𝑠0, 0 = 𝑠𝑠1, 0′,𝑅𝑅 は

• 状態𝑠𝑠0でテープのヘッドの下の記号が0ならば、

• 次の状態は𝑠𝑠1で、ヘッドの下の記号を0′に書き換え、

• ヘッドを１コマ右に動かす ことを意味する。

空白記号𝐵𝐵を書き込むことはできないとする。

１．チューリング機械 (５)

𝑠𝑠0

0 1 0 1 𝐵𝐵 𝐵𝐵 ⋯

𝑠𝑠1

0 1 0′ 1 𝐵𝐵 𝐵𝐵 ⋯
1ステップ



定義： 状態𝑝𝑝 ∈ 𝐾𝐾、テープ記号の列𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ Σ∗としたとき、三つ組
(𝑝𝑝, 𝑥𝑥,𝑦𝑦)を様相という。

𝑀𝑀の様相が(𝑝𝑝, 𝑥𝑥,𝑦𝑦)である。

⇔ 現在、状態は𝑝𝑝で、
テープの左端からヘッドのあるマス目の左隣りまでが列𝑥𝑥で、
ヘッドのあるマス目を含んで、それより右で空白𝐵𝐵が初めて現れる
直前までが列𝑦𝑦

１.チューリング機械 (７)

𝑝𝑝

𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵
空白𝐵𝐵を書き込むことはでき
ないので、ある駒が𝑩𝑩なら、

それより右は全て𝑩𝑩



pdaの場合と全く同様に、『1ステップで移れる』と『何ステップかで移
れる』を定義する。
（正式な定義はpdaよりもさらに複雑になるので書かない）

様相𝐶𝐶1と𝐶𝐶2に対して：

𝐶𝐶1 ⇒ 𝐶𝐶2： TMが𝐶𝐶1から𝐶𝐶2に1ステップで移れる
つまり、𝐶𝐶1のとき状態遷移関数𝛿𝛿を適用すると𝐶𝐶2になる。

𝐶𝐶1 ⇒
∗
𝐶𝐶2： TMが𝐶𝐶1から𝐶𝐶2に何ステップかで移れる。

つまり𝑘𝑘 ≥ 0ステップで移れるとき。

１.チューリング機械 (８)



定義：

入力列𝑥𝑥に対して、ある受理状態𝑠𝑠𝑓𝑓 ∈ 𝐹𝐹とある列𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ Γ∗があって、

𝑠𝑠0, 𝜖𝜖, 𝑥𝑥 ⇒
∗

𝑠𝑠𝑓𝑓 ,𝑦𝑦, 𝑧𝑧
のとき、𝑥𝑥は受理されるという。

𝑦𝑦と𝑧𝑧はどのような列でもよい。
つまり、初期様相からスタートしてTMのいずれかの受理状態に到
達できれば受理である。

１.チューリング機械 (９)



例題 5.1  𝐿𝐿 = 12𝑛𝑛 | 𝑛𝑛 ≥ 0 を認識するTMを構成せよ。

(解答)
𝐿𝐿に入る列は、
12 = 11
14 = 1111
18 = 11111111
116 = 1111111111111111
・・・などである。
𝐿𝐿がcfgで生成できないことは、以前言及した。

𝐿𝐿を認識するTMの状態遷移図は以下のように書ける

１.チューリング機械 (１０)



⇒ 𝑠𝑠0 𝑠𝑠1 𝑠𝑠2

𝑠𝑠3

𝑠𝑠4 𝑠𝑠5 𝑠𝑠6 𝑠𝑠7

𝑠𝑠8

1/$, 𝑅𝑅 𝐵𝐵/1, 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

𝐵𝐵/&, 𝐿𝐿1/ 𝐿𝐿, #/𝐿𝐿

$/ 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

&/ 𝑅𝑅

&/ 𝐿𝐿

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

状態遷移図



⇒ 𝑠𝑠0 𝑠𝑠1 𝑠𝑠2

𝑠𝑠3

𝑠𝑠4 𝑠𝑠5 𝑠𝑠6 𝑠𝑠7

𝑠𝑠8

1/$, 𝑅𝑅 𝐵𝐵/1, 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

𝐵𝐵/&, 𝐿𝐿1/ 𝐿𝐿, #/𝐿𝐿

$/ 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

&/ 𝑅𝑅

&/ 𝐿𝐿

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

１.チューリング機械 (１２)

状態𝑠𝑠0で1を読むと、$で書き換え、
ヘッドを右(𝑅𝑅)へ1つ動かし、

状態を𝑠𝑠1に変える。



⇒ 𝑠𝑠0 𝑠𝑠1 𝑠𝑠2

𝑠𝑠3

𝑠𝑠4 𝑠𝑠5 𝑠𝑠6 𝑠𝑠7

𝑠𝑠8

1/$, 𝑅𝑅 𝐵𝐵/1, 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

𝐵𝐵/&, 𝐿𝐿1/ 𝐿𝐿, #/𝐿𝐿

$/ 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

&/ 𝑅𝑅

&/ 𝐿𝐿

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

１.チューリング機械 (１３)

状態𝑠𝑠1で1を読むと、
同じ1 で書き換え（書き換えない）、

ヘッドを右(𝑅𝑅)へ1つ動かし、
状態も𝑠𝑠1のまま変えない。



⇒ 𝑠𝑠0 𝑠𝑠1 𝑠𝑠2

𝑠𝑠3

𝑠𝑠4 𝑠𝑠5 𝑠𝑠6 𝑠𝑠7

𝑠𝑠8

1/$, 𝑅𝑅 𝐵𝐵/1, 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

𝐵𝐵/&, 𝐿𝐿1/ 𝐿𝐿, #/𝐿𝐿

$/ 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

&/ 𝑅𝑅

&/ 𝐿𝐿

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

１.チューリング機械 (１４)

状態𝑠𝑠1で𝐵𝐵を読むと、1で書き換え、
ヘッドを右(𝑅𝑅)へ1つ動かし、

状態を𝑠𝑠2に変える。



⇒ 𝑠𝑠0 𝑠𝑠1 𝑠𝑠2

𝑠𝑠3

𝑠𝑠4 𝑠𝑠5 𝑠𝑠6 𝑠𝑠7

𝑠𝑠8

1/$, 𝑅𝑅 𝐵𝐵/1, 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

𝐵𝐵/&, 𝐿𝐿1/ 𝐿𝐿, #/𝐿𝐿

$/ 𝑅𝑅

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

&/ 𝑅𝑅

&/ 𝐿𝐿

1/ 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

1/#, 𝑅𝑅

#/ 𝑅𝑅

１.チューリング機械 (１４)

状態𝑠𝑠3で$を読むと、
同じ$ で書き換え（書き換えない）、

ヘッドを右(𝑅𝑅)へ1つ動かし、
状態を𝑠𝑠4に変える。



𝑡𝑡

任意の記号/ 𝑅𝑅
𝐵𝐵/1,𝑅𝑅

１.チューリング機械 (１５)

まとめると、矢のラベル“𝑎𝑎/𝑏𝑏, 𝑐𝑐”は、
𝑎𝑎を読むと、𝑏𝑏で書き換え、𝑐𝑐の方向にヘッドを動かすの意味。

状態遷移図で未定義となっている矢は全て、
そこにいくと脱出でず受理されないゴミ箱状態
に遷移していると考える。（次の様相がないと考えてもよい。）



１.チューリング機械 (１６)

入力18への動作
1 1 1 1 1 1 1 1 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵

状態𝑠𝑠0で1を$に
$ 1 1 1 1 1 1 1 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵

𝑠𝑠1では1は読み飛ばし𝐵𝐵を1に
$ 1 1 1 1 1 1 1 1 𝐵𝐵 𝐵𝐵

𝑠𝑠2では𝐵𝐵を&にしてヘッドは左

$ 1 1 1 1 1 1 1 1 & 𝐵𝐵 ：要するに内容を変えずに両端を$と&で囲った

𝑠𝑠3と𝑠𝑠4を経て𝑠𝑠5へ、テープは変わらずヘッドは左から3つ目に行く、
$ 1 1 1 1 1 1 1 1 & 𝐵𝐵



１.チューリング機械 (１７)

$ 1 1 1 1 1 1 1 1 & 𝐵𝐵 でヘッドは左から3マス目、状態は𝑠𝑠5

𝑠𝑠5で1を#に変換して𝑠𝑠6へ
$ 1 # 1 1 1 1 1 1 & 𝐵𝐵

𝑠𝑠6と𝑠𝑠7を往復すると
$ 1 # 1 # 1 # 1 # & 𝐵𝐵

𝑠𝑠6で&を読んで、
𝑠𝑠3 → 𝑠𝑠4となりヘッドは最初の1

もし1の数が奇数ならここで、
𝑠𝑠7で&を読んで不受理になる



１.チューリング機械 (１８)

$ 1 # 1 # 1 # 1 # & 𝐵𝐵 でヘッドは左から4マス目、状態は𝑠𝑠5

𝑠𝑠5で1を#に変換して𝑠𝑠6へ
$ 1 # # # 1 # 1 # & 𝐵𝐵

𝑠𝑠6と𝑠𝑠7を往復すると
1を一つおきに#に変える
$ 1 # # # 1 # # # & 𝐵𝐵

𝑠𝑠6で&を読んで、
𝑠𝑠3 → 𝑠𝑠4となりヘッドは最初の1

もし1の数が奇数ならここで、
𝑠𝑠7で&を読んで不受理になる



１.チューリング機械 (１９)

$ 1 # # # 1 # # # & 𝐵𝐵 でヘッドは左から6マス目、状態は𝑠𝑠5

𝑠𝑠5で1を#に変換して𝑠𝑠6へ
$ 1 # # # # # # # & 𝐵𝐵

𝑠𝑠6で&を読んで、
𝑠𝑠3 → 𝑠𝑠4となりヘッドは最初の1

今回は𝑠𝑠5で&を読み、
𝑠𝑠8へ行き受理される。



１.チューリング機械 (２０)

まとめると、最初1𝑘𝑘が入力とすると、
最初𝑠𝑠4までで、$ 1𝑘𝑘 & 𝐵𝐵 となり、
𝑠𝑠4 → 𝑠𝑠5 → 𝑠𝑠6 → 𝑠𝑠7 𝑛𝑛 → 𝑠𝑠6 → 𝑠𝑠3 → 𝑠𝑠4
と一周するたびに、
１の次の1が#に置き換えられる。
よって1は𝑘𝑘/2 個になる。

𝑙𝑙周すると1は𝑘𝑘/2𝑙𝑙 個になる。

𝑘𝑘 = 2𝑛𝑛のときのみ、
最後に$1 # # # …. # # # & 𝐵𝐵となり、
𝑠𝑠8に行き受理される。



１.チューリング機械 (２１)

例題 5.2 𝐿𝐿 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 | 𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗ を認識するTMを構成せよ。

(解答)
状態遷移図は書き下さない。
pdaのときのように十分詳しい動作を述べる。

① 受理されるべき列の長さは偶数なので、
列全体をスキャンし、長さが偶数であることを確認。
長さが奇数なら停止して不受理。

前回の例と同様に、列の両端が分かるようにする。
（列を$と&で挟んでおく。)

𝑠𝑠 𝑠𝑠′
0/ 𝑅𝑅, 1/ 𝑅𝑅

0/ 𝑅𝑅, 1/ 𝑅𝑅&/ 𝐿𝐿



１.チューリング機械 (２１’)
前回の例と同様に、列の両端が分かるようにする。
（列を$と&で挟んでおく。)

入力列を$と&で挟む方法は以下を参照：

𝑠𝑠 𝑠𝑠′
0/ 𝑅𝑅, 1/ 𝑅𝑅

0/ 𝑅𝑅, 1/ 𝑅𝑅

&/ 𝐿𝐿

𝑝𝑝

𝑝𝑝1

0/$, 𝑅𝑅

1/$, 𝑅𝑅

𝑝𝑝0
𝑞𝑞

𝐵𝐵/0, 𝑅𝑅

𝐵𝐵/1, 𝑅𝑅

1/0, 𝑅𝑅 0/1, 𝑅𝑅

0/ 𝐿𝐿
1/ 𝐿𝐿

1/ 𝑅𝑅

0/ 𝑅𝑅

$/ 𝑅𝑅
𝐵𝐵/&, 𝐿𝐿𝑝𝑝𝐵𝐵

𝐵𝐵/$, 𝑅𝑅



１.チューリング機械 (２２)

② 長さが偶数であるなら、入力列は
𝑎𝑎1𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1 𝑎𝑎𝑛𝑛+2 ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛 と書ける。

(基本方針)
ヘッドを左端に戻して、𝑎𝑎1の値(0 𝑜𝑜𝑜𝑜 1)を有限状態で記憶し、
𝑎𝑎1を𝑎𝑎1′で書き換える。(0 → 0′, 1 → 1′とする):

𝑎𝑎1′ 𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1 𝑎𝑎𝑛𝑛+2 ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛

次に、ヘッドを右に動かして𝑎𝑎𝑛𝑛+1を探す。 （詳細は後述）
記憶しておいた𝑎𝑎1と比較。
異なれば非受理、
同じなら𝑎𝑎𝑛𝑛+1′に書き換える。

𝑎𝑎1′ 𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1′ 𝑎𝑎𝑛𝑛+2 ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛

𝑠𝑠8

𝑠𝑠9,1

0/0′ 𝑅𝑅

1/1′ 𝑅𝑅

$/ 𝑅𝑅 𝑠𝑠9,0

𝑡𝑡4,0

0/0′ 𝐿𝐿

𝑡𝑡5

𝑡𝑡4,1 1/1′ 𝐿𝐿



１.チューリング機械 (２３)
𝑎𝑎1′ 𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1′ 𝑎𝑎𝑛𝑛+2 ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛

ヘッドを左に動かしていく。
プライムのついた記号(今は𝑎𝑎1′)を見つけたら、
その右隣にヘッドを動かして𝑎𝑎2を記憶し、𝑎𝑎2 → 𝑎𝑎2′とする。

𝑎𝑎1′ 𝑎𝑎2′⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1′ 𝑎𝑎𝑛𝑛+2 ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛

そこからヘッドを右に動かして・・・

𝑢𝑢4
0′/𝑅𝑅, 1′/ 𝑅𝑅

𝑢𝑢5

𝑢𝑢6,0
𝑢𝑢6,1

0/0′𝑅𝑅
1/1′𝑅𝑅



１.チューリング機械 (２３’)

そこからヘッドを右に動かして、いったんプライムのついた記号
に出会ってから、最初に出会うプライム無しの記号が𝑎𝑎𝑛𝑛+2なので、
𝑎𝑎2と𝑎𝑎𝑛𝑛+2を比較。
同じなら、𝑎𝑎𝑛𝑛+2 → 𝑎𝑎𝑛𝑛+2′ とする。

𝑎𝑎1′ 𝑎𝑎2′ ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1′ 𝑎𝑎𝑛𝑛+2′ ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛

この作業を続けていき、𝑎𝑎𝑛𝑛と𝑎𝑎2𝑛𝑛が等しいことまで分かれば、列が
𝑥𝑥𝑥𝑥の形をしていることがチェックできたことになるので、受理する。

0/0′ 𝑅𝑅

𝑣𝑣6

𝑣𝑣4,0
0′/ 𝑅𝑅,1′/ 𝑅𝑅

𝑣𝑣5,0

0/ 𝑅𝑅, 1/𝑅𝑅 0′/ 𝑅𝑅,1′/𝑅𝑅

1/1′ 𝑅𝑅
0′/ 𝑅𝑅,1′/ 𝑅𝑅𝑣𝑣5,1

0′/ 𝑅𝑅,1′/𝑅𝑅



１.チューリング機械 (２４)

説明不足の箇所：

②で最初に『𝑎𝑎𝑛𝑛+1を探す』やり方が、上記の説明ではよくわからない。
(𝑎𝑎𝑛𝑛+1の探し方)
最初に𝑎𝑎1にプライムを付ける。

𝑎𝑎1′𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1 𝑎𝑎𝑛𝑛+2 ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛𝐵𝐵𝐵𝐵
次にヘッドを右にスライドさせ𝐵𝐵に出会うと一つ左に戻して𝑎𝑎2𝑛𝑛を見つけ
𝑎𝑎2𝑛𝑛にプライムを付ける。

𝑎𝑎1′𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1 𝑎𝑎𝑛𝑛+2 ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛′𝐵𝐵𝐵𝐵
次にヘッドを左にスライドさせて最初に出会うプライム付きの記号(𝑎𝑎1)
の一つ右隣りの𝑎𝑎2を見つけて、𝑎𝑎2にプライムを付ける。

𝑎𝑎1′𝑎𝑎2′⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1 𝑎𝑎𝑛𝑛+2 ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛′𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑡𝑡4 𝑡𝑡5,0
$/ 𝑅𝑅

1/1′ 𝑅𝑅

0/ 𝑅𝑅, 1/𝑅𝑅

𝑡𝑡6,0
𝐵𝐵/ 𝐿𝐿

𝑡𝑡7,00/0′ 𝐿𝐿, 1/1′ 𝐿𝐿

0/ 𝐿𝐿, 1/ 𝐿𝐿

0′/ 𝑅𝑅, 1′/ 𝑅𝑅

𝑡𝑡9,0

𝑡𝑡8,0

0/ 𝐿𝐿, 1/ 𝐿𝐿
0/0′ 𝑅𝑅



１.チューリング機械 (２４’)

次にヘッドを左にスライドさせて最初に出会うプライム付きの記号(𝑎𝑎1)
の一つ右隣りの𝑎𝑎2を見つけて、𝑎𝑎2にプライムを付ける。
次にヘッドを右にスライドさえて最初に出会うプライム付きの記号(𝑎𝑎2𝑛𝑛)
の一つ左隣りの𝑎𝑎2𝑛𝑛−1を見つけて、𝑎𝑎2𝑛𝑛−1にプライムを付ける。

𝑎𝑎1′𝑎𝑎2′⋯𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛+1 𝑎𝑎𝑛𝑛+2 ⋯𝑎𝑎2𝑛𝑛−1′𝑎𝑎2𝑛𝑛′𝐵𝐵𝐵𝐵

・・・・・これを続けていったときに、𝑎𝑎2𝑛𝑛−𝑘𝑘にプライムを付けた後、
ヘッドを一つ左にするとプライム付きが現れたら、
この𝑎𝑎2𝑛𝑛−𝑘𝑘は実は、𝑎𝑎𝑛𝑛+1であることが分かる。
後は、𝑎𝑎1と𝑎𝑎𝑛𝑛+1以外のプライムを全て消せばOK！

𝑡𝑡7,00/0′ 𝐿𝐿, 1/1′ 𝐿𝐿

0/ 𝐿𝐿, 1/ 𝐿𝐿

0′/ 𝑅𝑅, 1′/ 𝑅𝑅

𝑡𝑡9,0

𝑡𝑡8,0

0/ 𝐿𝐿, 1/ 𝐿𝐿

𝑡𝑡10,0

0′/ 𝐿𝐿, 
1′/ 𝐿𝐿

𝑡𝑡11,0

0/0′ 𝑅𝑅, 
1/1′ 𝑅𝑅

0/ 𝑅𝑅, 1/ 𝑅𝑅

0′/ 𝑅𝑅, 
1′/ 𝑅𝑅



１.チューリング機械 (２５)

例題 5.3 0𝑛𝑛1𝑛𝑛2 | 𝑛𝑛 ≥ 1 を認識するTMを構成せよ。

解答：（左端を分かるようにしておく）
構成は大まかに以下になる：

①𝑛𝑛個の0を1の右の空白部分にコピーする。

この作業を𝑛𝑛買い続ければ、1の右に0𝑛𝑛2ができる。

0𝑛𝑛1𝑛𝑛1𝑛𝑛 ⋯1𝑛𝑛0𝑛𝑛0𝑛𝑛 ⋯0𝑛𝑛𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

②１の数と、1の右に並ぶ0の数が同じかどうかをチェックする。



１.チューリング機械 (２５’)

0𝑛𝑛1𝑛𝑛1𝑛𝑛 ⋯1𝑛𝑛0𝑛𝑛0𝑛𝑛 ⋯0𝑛𝑛𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

②１の数と、1の右に並ぶ0の数が同じかどうかをチェックする。

②の詳細：
0⋯01′11⋯10′00⋯0 ⟹ 0⋯01′1′1⋯ 10′0′0⋯ 0

左端から1を1′に変えて、右に行き最初の0を0′に変える。

『左に戻って最初に出会った1′の右の1を1′に変えて、右に向かって
1と0′を通り過ぎて、最初の0を0′に変える。』

これを繰り返し、1が全て1′になったとき、0が全て0′になればOK！



１.チューリング機械 (２６)

①の詳細： 0𝑛𝑛1𝑛𝑛1𝑛𝑛 ⋯1𝑛𝑛0𝑛𝑛0𝑛𝑛 ⋯0𝑛𝑛𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

最初の0をチェックする(0 → 0′)。右に行き1を通り越して空白を見つけ
ると0を書き込む。

0′0⋯01⋯10𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

a) 左に行き0′を見つけるとその右の0を0′にする。
b) 右に行き1を通り越し0も通り越し、空白を見つけると0を書き込む。

0′0′0⋯01⋯100𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

0′0′ ⋯0′1⋯100⋯0𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵
a)b)を繰り替えし、1の直ぐ左に0′を見つけると、1の左にあるすべての
0がチェックされたので、これらの0′を0に戻して、最初の0′を�0とする。

𝑛𝑛 𝑛𝑛



１.チューリング機械 (２７)

�00⋯01⋯100⋯0𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

�0の右隣が1でないかを確認する。

もし、1なら既に、 �0𝑛𝑛1⋯ 10𝑛𝑛2𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 となっている。

そうでない場合は、�0を�0′にする。
右に行き1を通り越し0も通り越し、空白を見つけると0を書き込む。

�0′0⋯01⋯10𝑛𝑛0𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑛𝑛 𝑛𝑛



１.チューリング機械 (２７’)
�0′0⋯01⋯10𝑛𝑛0𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

a’) 左に行き0′もしくは�0′を見つけると、
その右が、0なら0′に、 �0なら�0′にして b)へ、もし1ならc)へ進む。

b) 右に行き1を通り越し0も通り越し、空白を見つけると0を書き込む。
a’)に戻る。

�0′0′⋯0′1⋯ 10𝑛𝑛0⋯0𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵
c) 1の直ぐ左に0′を見つけると、1の左にあるすべての0もしくは�0が
チェックされたので、0′を0に戻しながら左へ進んでいき、最初に出
会った�0′の右の 0を�0とする。その後�0′ を�0に戻す。

�0�00⋯01⋯10𝑛𝑛0𝑛𝑛𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

以上を繰り返すと、1の左の0が全て�0になったときには、
�0𝑛𝑛1⋯10𝑛𝑛2𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 となっている。

𝑛𝑛 𝑛𝑛



１.チューリング機械 (２８)
多テープチューリング機械：テープを2本以上有するTM. 

3本の場合の状態遷移関数：
𝛿𝛿 𝑠𝑠,𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 = 𝑠𝑠′, 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3,𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3

3本のテープの入力 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3 を読んで、
それらを書き換え 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3
各ヘッドを独立に移動させる 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2,𝑑𝑑3 .

𝑑𝑑𝑖𝑖 (1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 3) は、𝐿𝐿 左 ,𝑅𝑅 (右), 𝑆𝑆 (ヘッドを動かさない)のいずれか。
（注）𝑆𝑆を入れないと、例えば1本目と2本目のテープのヘッドの位置の
差は常に偶数になってしまう。

2本目以降のテープは、最初は全て空白𝐵𝐵が書かれている。
全てのヘッドはテープの左端からスタートする。

有限制動部

𝑥𝑥 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 ⋯

𝐵𝐵⋯𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵

𝐵𝐵⋯𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵



１.チューリング機械 (２９)
定理 5.1 ある言語𝐿𝐿が多テープTMで認識されるなら𝐿𝐿は標準のTMに
よっても認識される。
証明の概要（2テープの場合）

多テープTMを模倣するTM 𝑀𝑀は、
まずテープを”2重トラック”に変更する。

例えば上のトラックに𝑎𝑎、下のトラックに𝑏𝑏ならば、
(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)を新たな一つの記号として定義する。
上のトラックのみ𝑎𝑎 → 𝑐𝑐としたければ、 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 → (𝑐𝑐, 𝑏𝑏)と書き変える。

最初、下のトラックには$を(𝐵𝐵の代わりに)書き入れておく。
入力列が𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎なら、最初に(𝑎𝑎, $)(𝑎𝑎, $)(𝑏𝑏, $)(𝑎𝑎, $)(𝑎𝑎, $)とする。
それより右の最初は空白のところは、使う直前に二重トラックにする。

𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎 ⋯

𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎
$ $ $ $ $



１.チューリング機械 (３０)
２重トラックに改造した後の模倣の仕方：

模倣元の2テープTMのヘッドの位置にある記号に
プライムを付ける。

例えば、 𝑎𝑎′, 𝑏𝑏 は一つ目のテープのヘッドが
この位置にあるということを指す。

𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏′ は一つ目のテープのヘッドと、
二つ目のテープのヘッドが、
両方この位置にあるということを示す。

有限制動部

𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝐵𝐵
𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑏𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝐵𝐵 𝐵𝐵

𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝐵𝐵

𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝐵𝐵 𝐵𝐵

有限制動部



１.チューリング機械 (３０’)

1ステップの模倣は以下の2段階からなる：

①テープを左端からスキャンして、
上のトラックにプライムがついている記号を探す。
１本目のテープの行動を模倣し、
ヘッドの位置を書き変える。

②同様のことを下のトラックに行い、2本目のテープを模倣する。
テープを左端からスキャンして、
下のトラックにプライムがついている記号を探す。
２本目のテープの行動を模倣し、
ヘッドの位置を書き変える。

以上の方法で、2テープTMを模倣できる。

𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝐵𝐵
𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑏𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝐵𝐵 𝐵𝐵

有限制動部



１.チューリング機械 (３１)
非決定性チューリング機械：
決定性TMとの違い、状態遷移関数が動作の集合への写像となる：

𝛿𝛿 𝑠𝑠,𝑎𝑎 = 𝑠𝑠1,𝑎𝑎1, 𝐿𝐿 , 𝑠𝑠2,𝑎𝑎2,𝑅𝑅

非決定的選択：どの動作を実行するかの選択
受理条件：
（上手にguessして非決定的選択を行い）受理状態に到達するなら受

理、どのような非決定的選択をしても受理状態に到達できないなら非
受理

決定性TMで認識できる言語は、非決定性TMでも認識できるのは当
然だが、実は逆も正しい



１.チューリング機械 (３２)
定理 5.2  非決定性TMで認識できる言語は決定性TMでも認識できる。
証明の概要：
非決定的選択は、いかなる状態とテープ記号の組合わせに対しても2
個以下だと仮定する。
つまり、

𝛿𝛿 𝑠𝑠,𝑎𝑎 = 𝑠𝑠0,𝑎𝑎0,𝑑𝑑0 , 𝑠𝑠1,𝑎𝑎1,𝑑𝑑1 − (∗)
の右辺の集合の大きさが2以下とする。(𝑑𝑑0,𝑑𝑑1は𝐿𝐿か𝑅𝑅)
（一般には任意の定数𝐾𝐾個以下になるが、拡張は容易にできる。）

右の 𝑠𝑠1,𝑎𝑎1, 𝐿𝐿 , 𝑠𝑠2,𝑎𝑎2,𝑅𝑅 は2つの非決定性選択を示すが、
任意の𝑠𝑠 ∈ 𝐾𝐾,𝑎𝑎 ∈ Γに対して、
集合𝛿𝛿 𝑠𝑠,𝑎𝑎 の元を0と1で番号付けする。
つまり 𝑠𝑠0,𝑎𝑎0,𝑑𝑑0 と 𝑠𝑠1,𝑎𝑎1,𝑑𝑑1 のように0,1で選択を指定できるようにす
る。



１.チューリング機械 (３３)
与えられた非決定性TM 𝑇𝑇を決定性TM 𝑀𝑀で模倣する。
𝑇𝑇は各ステップで、最大2通りの非決定性選択が可能なので、
一つの様相から1ステップで遷移できる様相が最大で2つ存在。
よって、初期様相𝐼𝐼0を根とする木で書ける。

各ステップの非決定的選択は
0 𝑜𝑜𝑜𝑜 1で指定できるので、
全ての様相はバイナリーの列で指定できる。
右の例では、𝐼𝐼3 = 𝐼𝐼 00 , 𝐼𝐼8 = 𝐼𝐼 100 ,
また、𝐼𝐼(101)は存在しない。

𝐼𝐼0

𝐼𝐼1 𝐼𝐼2

𝐼𝐼3 𝐼𝐼4 𝐼𝐼5

𝐼𝐼8𝐼𝐼6 𝐼𝐼7 ×

𝐼𝐼𝑚𝑚

0

0

0

0

0

01

1

1

1

1



１.チューリング機械 (３４)
𝑀𝑀は2テープTMとする。1本目は𝑇𝑇のテープを模倣する。
2本目は、バイナリーの列の最後に#を加えたもの、
例えば0001101#が書いてある。
この場合、𝑀𝑀は𝐼𝐼 0 , 𝐼𝐼 00 , 𝐼𝐼(000)という順で𝐼𝐼(0001101)まで模倣す
る。
具体的には
・ 2つ目のテープのヘッドは最初左端におく。 （ここでは0）
・ 𝑇𝑇の最初のステップの模倣としては、“0”の選択をする。
・2つ目のテープのヘッドを一つ右に動かす。（ヘッドは0に行く）
・𝑇𝑇の第2ステップの模倣としては、”0”の選択をする。
・・・・・
・ 𝑇𝑇の第7ステップの模倣としては、”1”の選択をする。
・ 2つ目のテープのヘッドを一つ右に動かすと #を読むので、
模倣をひとまず終了させる。

𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝐵𝐵

0 0 0 1 1 0



１.チューリング機械 (３５)
2つ目のテープに𝑎𝑎1𝑎𝑎2 ⋯𝑎𝑎𝑘𝑘#が書かれている時は、 (𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ {0,1})
『𝑇𝑇の第𝑙𝑙ステップの模倣として”𝑎𝑎𝑙𝑙”の選択をし、ヘッドを右へ』
を𝑙𝑙 = 1から、𝑙𝑙 = 𝑘𝑘まで続け、#を読むと模倣をひとまず終了させる。

以上のように、一つのフェーズでは、初期様相から始め2つ目のテー
プで指定される非決定的選択にしたがって模倣する。

２つ目のテープは、0#, 1#, 00#, 01#, 10#, 11#, 000#,⋯というように、
0#から初めて、長さが短い順に、同じ長さの列は二進数表示と思った
ときに小さいもの順に並べる。

結局、𝑀𝑀は、2つ目のテープを0#から初めて、上記の方法で模倣を続
けていけば、もし𝑇𝑇がある非決定的選択で受理状態に入るとき、また
その時に限り2つ目のテープがある値のときに受理状態に入る。
つまり、この方法で模倣は成功する。



１.チューリング機械 (３６)
結局、𝑀𝑀は、2つ目のテープを0#から初め

て、上記の方法で模倣を続けていけば、も
し𝑇𝑇がある非決定的選択(𝑎𝑎1 ⋯𝑎𝑎𝑚𝑚)で受理
状態に入るならば、2つ目のテープが
𝑎𝑎1 ⋯𝑎𝑎𝑚𝑚#のときに𝑀𝑀は受理状態に入る。

また、非決定的選択(𝑎𝑎1 ⋯𝑎𝑎𝑚𝑚)で受理状態
に入らないならば、2つ目のテープが
𝑎𝑎1 ⋯𝑎𝑎𝑚𝑚# のときには受理状態に入らない。

つまり、この方法で模倣は成功する。

（注意）一般的に𝑀𝑀は𝑇𝑇よりも指数関数的に
多くのステップを要する。

𝐼𝐼0

𝐼𝐼1 𝐼𝐼2

𝐼𝐼3 𝐼𝐼4 𝐼𝐼5

𝐼𝐼8𝐼𝐼6 𝐼𝐼7 ×

𝐼𝐼𝑚𝑚

0

0

0

0

0

01

1

1

1

1



２. ０型文法 (１)
チューリング機械に対応する、最も能力の高い文法が0型文法。

0型文法𝐺𝐺 = 𝑉𝑉, Σ,𝑃𝑃, 𝑆𝑆 の生成規則：𝛼𝛼 → 𝛽𝛽
𝛼𝛼と𝛽𝛽は任意の列

現在の列の部分列として𝛼𝛼が存在するなら、
それを𝛽𝛽で置き換えてもよい。

定義 ある列𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾1, 𝛾𝛾2 ∈ Σ ∪ 𝑉𝑉 ∗に対して
𝛿𝛿1 = 𝛾𝛾1𝛼𝛼𝛾𝛾2, 𝛿𝛿2 = 𝛾𝛾1𝛽𝛽𝛾𝛾2

と書くことができ、かつ𝛼𝛼 → 𝛽𝛽 ∈ 𝑃𝑃であるとき、
列𝛿𝛿1から列𝛿𝛿2が1ステップで導出される（𝛿𝛿1 ⇒ 𝛿𝛿2）と呼ぶ。

何ステップかで導出される(𝛿𝛿1 ⇒
∗
𝛿𝛿2)などの定義はcfgと同じ。



２. ０型文法 (２)
例題 5.1 𝑥𝑥𝑥𝑥 | 𝑥𝑥 ∈ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∗ を生成する0型文法を求めよ。

解答：正解は以下の生成規則
𝑆𝑆 → 𝑋𝑋𝑋𝑋,𝑋𝑋 → 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝜖𝜖
𝐴𝐴𝐴𝐴 → 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐴𝐴𝐴𝐴 → 𝑏𝑏𝑏𝑏,𝐵𝐵𝐵𝐵 → 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐵𝐵𝐵𝐵 → 𝑏𝑏𝑏𝑏,
𝐴𝐴𝐴𝐴 → 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐵𝐵𝐵𝐵 → 𝑏𝑏𝑏𝑏,𝑇𝑇 → 𝜖𝜖

𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏を生成してみる：
𝑆𝑆 ⇒ 𝑋𝑋𝑋𝑋 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
⇒
∗
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇒

∗
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 ⇒ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 ⇒ 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏

一般的に、𝑥𝑥𝑥𝑥で𝑥𝑥 ∈ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∗生成したければ、𝑎𝑎, 𝑏𝑏の代わりに𝐴𝐴,𝐵𝐵
を用いたときに𝑥𝑥に対応する列を𝒳𝒳とするとき、

𝑆𝑆 ⇒ 𝑋𝑋𝑋𝑋 ⇒
∗
𝒳𝒳𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ⇒

∗
𝒳𝒳𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥 ⇒

∗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ⇒ 𝑥𝑥𝑥𝑥 と導出すればよい。



２. ０型文法 (３)
例題 5.1 𝑥𝑥𝑥𝑥 | 𝑥𝑥 ∈ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∗ を生成する0型文法を求めよ。

解答のつづき：
この文法で生成されるなら𝑥𝑥𝑥𝑥の形をしている証明は、

・𝑋𝑋,𝑇𝑇とその他の記号(𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝑎𝑎, 𝑏𝑏)の順番は変更不能
・𝐴𝐴と𝐵𝐵の順番と、𝑎𝑎と𝑏𝑏の順番の変更が不能
・𝑇𝑇 → 𝜖𝜖を使った後は、𝐴𝐴,𝐵𝐵は終端記号に変換できないので、
𝑇𝑇 → 𝜖𝜖は最後に使わざるを得ない。

などの条件を使うことで可能になる。
複雑なので詳細は省略する。



２. ０型文法 (４)
定理 5.3 チューリング機械と0型文法は等価である。
つまり、言語 𝐿𝐿がチューリング機械で認識される必要十分条件は、
𝐿𝐿が0型言語で生成可能であることである。

証明： まず与えられた文法𝐺𝐺を模倣する非決定性TM 𝑀𝑀を作る。
この証明においては、𝑀𝑀の空白記号は𝐸𝐸とする。

列𝑥𝑥が𝐺𝐺で生成可能ならば、𝑆𝑆 ⇒ 𝛼𝛼1 ⇒ 𝛼𝛼2 ⇒ ⋯ ⇒ 𝑥𝑥
という列が存在する。𝛼𝛼𝑖𝑖を次々に𝑀𝑀で作り出すことを考える。

• まずテープの𝑥𝑥の右に𝑆𝑆を書く。
• 𝑆𝑆を左辺に持つ規則を非決定的に選択し、

𝑆𝑆をその右辺で置き換える。
• 次に第2ステップで置き換える部分列𝛽𝛽を非決定的にguessする。
というように進めていく。

𝑥𝑥 $ 𝑆𝑆 𝐸𝐸 𝐸𝐸

𝑥𝑥 $ 𝛼𝛼1 𝐸𝐸



２. ０型文法 (５)
具体例：
(1) まずテープの𝑥𝑥の右に𝑆𝑆を書く。
(2) 𝑆𝑆を左辺に持つ規則の中から𝑆𝑆 → 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴を非決定的に
選択し、 𝑆𝑆を𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴で書き変える。
(3) 次に第2ステップで置き換える部分列𝛽𝛽を非決定的に選択す
る。
ここでは、𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 → 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵が選択されたとする。
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴の”𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴”を𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵で書き変える。
（列の長さが増えるので、 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 → 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴%%𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
のように最初に右にシフトしてから書き変える。）

・・・・・
のように続けていく。

(1) 𝑥𝑥 $ 𝑆𝑆 𝐸𝐸 𝐸𝐸 ⋯

(2) 𝑥𝑥 $ 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑏𝑏 𝑏𝑏 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐸𝐸 ⋯

(3) 𝑥𝑥 $ 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐸𝐸



２. ０型文法 (６)
規則𝛼𝛼 → 𝛽𝛽で𝛽𝛽の長さが𝛼𝛼の長さよりも短いときは、
列は途中で短くなる。
この場合、特殊な記号#を使ってテープ上の列が短くならないよう
にする。#は常に読み飛ばすとする。

上記の動作を続けるとやがて#を除いて$の右側が終端記号だけ
になる。このときテープが#を除いて𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥の形をしていれば受理、
そうでないなら非受理とする。

𝐺𝐺が𝑥𝑥を生成するなら正しいguessの系列が存在するので受理さ
れる。逆に𝑀𝑀が𝑥𝑥を受理するなら、𝐺𝐺が𝑥𝑥を生成するのも明らか。

𝑥𝑥 $ 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐸𝐸

𝑥𝑥 $ 𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝑏𝑏 # # 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐸𝐸

𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 → 𝑏𝑏を適用



２. ０型文法 (７)
次に与えられたTM 𝑀𝑀を模倣する文法𝐺𝐺を構成する。

具体例として、
𝑀𝑀の状態は 𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3 で𝑠𝑠0が初期状態、𝑠𝑠3が受理状態。
入力記号は{𝑎𝑎, 𝑏𝑏}
入力記号以外のテープ記号は 𝑋𝑋,𝑌𝑌,𝑍𝑍,𝐸𝐸 で、𝐸𝐸は空白記号。
また、
𝑀𝑀は入力記号𝑎𝑎, 𝑏𝑏を読むと入力記号以外に書き変えるとする。

構成する𝐺𝐺の終端記号は 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 、変数は
𝑆𝑆, 𝑆𝑆1,𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐴𝐴𝑋𝑋,𝐴𝐴𝑌𝑌,𝐴𝐴𝑍𝑍,𝐵𝐵𝑋𝑋 ,𝐵𝐵𝑌𝑌,𝐵𝐵𝑍𝑍 ,𝐸𝐸𝑋𝑋,𝐸𝐸𝑌𝑌 ,𝐸𝐸𝑍𝑍 , $, &,𝐻𝐻0,𝐻𝐻1,𝐻𝐻2,𝐻𝐻3,𝑇𝑇
とする。
𝐴𝐴,𝐵𝐵は𝑀𝑀の入力記号𝑎𝑎, 𝑏𝑏に対応。
𝐻𝐻0,𝐻𝐻1,𝐻𝐻2,𝐻𝐻3はヘッドの位置と状態を表すための変数。



２. ０型文法 (８)
TMは入力列が与えられてから動作を開始する。
一方、文法𝐺𝐺に入力列は最初に与えられはしない。
よって、𝐺𝐺は入力列を自分で作る。

①指定されたアルファベット上の任意の列を変数の形で作る。

②𝑀𝑀を模倣

③𝑀𝑀が受理するなら、最初の列を終端記号列の形で生成する。
𝑀𝑀が受理しないなら、どのようにしても変数が残るようにする。

・・・のように進める。



２. ０型文法 (９)
𝐺𝐺の生成規則の第１グループ：

𝑆𝑆 → $𝐻𝐻0𝑆𝑆1&, 𝑆𝑆1 → 𝐴𝐴𝑆𝑆1, 𝑆𝑆1 → 𝐵𝐵𝑆𝑆1, 𝑆𝑆1 → 𝜖𝜖

これを使えば、任意の𝒳𝒳 ∈ 𝐴𝐴,𝐵𝐵 ∗に対して,
𝑆𝑆 ⇒

∗
$𝐻𝐻0𝒳𝒳&

となることが分かる。

(例) 𝑆𝑆 ⇒ $𝐻𝐻0𝑆𝑆1& ⇒ $𝐻𝐻0𝐴𝐴𝑆𝑆1& ⇒ $𝐻𝐻0𝐴𝐴𝐵𝐵𝑆𝑆1& ⇒
∗

$𝐻𝐻0𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴&

𝒳𝒳を𝑀𝑀の入力列𝑥𝑥と考える。 𝐴𝐴を𝑎𝑎,𝐵𝐵を𝑏𝑏と考える。

ここで、𝐻𝐻0はヘッドが入力の左端の文字の上にあって、
状態が初期状態𝑠𝑠0であることを示す。

以上で、𝑀𝑀の初期様相を作りあげた。



２. ０型文法 (１０)
𝐺𝐺の生成規則の第２グループの導入：
初期様相(1)から、𝑀𝑀は𝛿𝛿 𝑠𝑠0,𝑎𝑎 = 𝑠𝑠2,𝑋𝑋,𝑅𝑅 に従って、1ステップ
の動作を行ったとする。
すると対応する文法での導出結果は(2)のように、

$𝐴𝐴𝑋𝑋𝐻𝐻2𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵&
となる。
ここで単純に𝐴𝐴を𝑋𝑋で書き変えず𝐴𝐴𝑋𝑋としたのは、
最初の列𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴の情報を最後まで残しておくため

このステップでの生成規則は$𝐻𝐻0𝐴𝐴 → $𝐴𝐴𝑋𝑋𝐻𝐻2を用意すればよい。

(1) $𝐻𝐻0𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴& 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝐸𝐸 ⋯
⇑ 𝑠𝑠0

(2) $𝐴𝐴𝑋𝑋𝐻𝐻2𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵& 𝑋𝑋 𝑏𝑏 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝐸𝐸 ⋯
⇑ 𝑠𝑠2



２. ０型文法 (１１)
$𝐻𝐻0𝐴𝐴 → $𝐴𝐴𝑋𝑋𝐻𝐻2

左辺の左端が$になっているのは、
ヘッドがテープの左端にあるという特別な事情による。

一般的には、
𝐴𝐴𝑋𝑋𝐻𝐻1𝐴𝐴𝑌𝑌 → 𝐻𝐻2𝐴𝐴𝑋𝑋𝐴𝐴𝑋𝑋 ⟺ 𝛿𝛿 𝑠𝑠1,𝑌𝑌 = 𝑠𝑠2,𝑋𝑋, 𝐿𝐿

のように、ヘッドの変数の両側は𝐴𝐴や𝐴𝐴𝑋𝑋などのテープ記号に対応
する変数となる。

上記はヘッドが左に動く場合で、ヘッドが右に動く場合は、
𝐴𝐴𝑋𝑋𝐻𝐻2𝐵𝐵 → 𝐴𝐴𝑋𝑋𝐵𝐵𝑌𝑌𝐻𝐻2 ⟺ 𝛿𝛿 𝑠𝑠2, 𝑏𝑏 = 𝑠𝑠2,𝑌𝑌,𝑅𝑅

のようになる。



２. ０型文法 (１２)
ヘッドが右端にある場合は、

𝐴𝐴𝑌𝑌𝐻𝐻2& → 𝐴𝐴𝑌𝑌𝐸𝐸𝑌𝑌𝐻𝐻1& ⟺ 𝛿𝛿 𝑠𝑠2,𝐸𝐸 = 𝑠𝑠2,𝑌𝑌,𝑅𝑅
のようになる。この場合は、導出される列の長さが１増加する。

(注意)上記の規則で𝐴𝐴𝑌𝑌を付けておく必要があるのは、左へ進む
𝑀𝑀の動作へ対応するため。

$𝐴𝐴𝑋𝑋𝐵𝐵𝑌𝑌𝐵𝐵𝑋𝑋𝐴𝐴𝑋𝑋𝐴𝐴𝑍𝑍𝐴𝐴𝑌𝑌𝐻𝐻2& 𝑋𝑋 𝑌𝑌 𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑍𝑍 𝑌𝑌 𝐸𝐸 ⋯
⇑ 𝑠𝑠2

$𝐴𝐴𝑋𝑋𝐵𝐵𝑌𝑌𝐵𝐵𝑋𝑋𝐴𝐴𝑋𝑋𝐴𝐴𝑍𝑍𝐴𝐴𝑌𝑌𝐸𝐸𝑌𝑌𝐻𝐻1& 𝑋𝑋 𝑌𝑌 𝑋𝑋 𝑋𝑋 𝑍𝑍 𝑌𝑌 𝑌𝑌 𝐸𝐸
⇑ 𝑠𝑠1



２. ０型文法 (１３)
𝑀𝑀が受理状態に入ったとする。この後は、現在の列を元の入力列𝑥𝑥
に戻す作業を行う。
最初に生成規則

𝐻𝐻3 → 𝑇𝑇𝑇𝑇
を導入する。（𝐻𝐻3に対応する𝑠𝑠3は受理状態）

次に2個の𝑇𝑇を左と右に動かしていくことで、𝐴𝐴𝑋𝑋などの記号を元の終
端記号に変えていく。
必要な規則は、
𝑇𝑇𝑇𝑇 → 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑇𝑇𝐴𝐴𝑋𝑋 → 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑇𝑇𝐴𝐴𝑌𝑌 → 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑇𝑇𝐴𝐴𝑍𝑍 → 𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑇𝑇𝑇𝑇 → 𝑏𝑏𝑏𝑏,⋯ ,𝑇𝑇𝐸𝐸𝑋𝑋
→ 𝑇𝑇,
𝐴𝐴𝐴𝐴 → 𝑇𝑇𝑇𝑇,𝐴𝐴𝑋𝑋𝑇𝑇 → 𝑇𝑇𝑇𝑇,𝐴𝐴𝑌𝑌𝑇𝑇 → 𝑇𝑇𝑇𝑇,𝐴𝐴𝑍𝑍𝑇𝑇 → 𝑇𝑇𝑇𝑇,𝐵𝐵𝐵𝐵 → 𝑇𝑇𝑇𝑇,⋯ ,𝐸𝐸𝑋𝑋𝑇𝑇
→ 𝑇𝑇,

である。（𝐸𝐸𝑋𝑋は𝑀𝑀では元は空白のマス目だった）

最後に、$𝑇𝑇 → 𝜖𝜖と𝑇𝑇& → 𝜖𝜖を使うと列𝑥𝑥が導かれる。



２. ０型文法 (１４)
受理状態に入ってから、入力列を作り直す例：

$𝐴𝐴𝑋𝑋𝐵𝐵𝑌𝑌𝐵𝐵𝑌𝑌𝐴𝐴𝑋𝑋𝐴𝐴𝑋𝑋𝐻𝐻3𝐴𝐴𝑋𝑋𝐸𝐸𝑋𝑋𝐸𝐸𝑌𝑌&
⇒ $𝐴𝐴𝑋𝑋𝐵𝐵𝑌𝑌𝐵𝐵𝑌𝑌𝐴𝐴𝑋𝑋𝐴𝐴𝑋𝑋𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝑋𝑋𝐸𝐸𝑋𝑋𝐸𝐸𝑌𝑌&
⇒ $𝐴𝐴𝑋𝑋𝐵𝐵𝑌𝑌𝐵𝐵𝑌𝑌𝐴𝐴𝑋𝑋𝑇𝑇𝑎𝑎𝑇𝑇𝐴𝐴𝑋𝑋𝐸𝐸𝑋𝑋𝐸𝐸𝑌𝑌&
⇒ $𝐴𝐴𝑋𝑋𝐵𝐵𝑌𝑌𝐵𝐵𝑌𝑌𝑇𝑇𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝐴𝐴𝑋𝑋𝐸𝐸𝑋𝑋𝐸𝐸𝑌𝑌&

⇒ ⋯ ⇒ ⋯
⇒ $𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝐴𝐴𝑋𝑋𝐸𝐸𝑋𝑋𝐸𝐸𝑌𝑌&

⇒ ⋯ ⇒ ⋯
⇒ $𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇&
⇒ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

以上の方法で、𝑀𝑀を模倣する文法を作れる。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１)

最も強力なオートマトンであるチューリング機械(TM)でも認識でき
ない言語が存在する。

その存在を証明するために、『TMのTMによる模倣』を説明する。

状態遷移図は、本質的にはプログラムそのものであった。
プログラムは通常、『図』ではなく『文章』で書くものである。

よって、ここではまず状態遷移図を含めてTMを記号列で表現する
方法を与える。
⇒ チューリング機械の符号化 とよぶ。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (２)

チューリング機械の符号化
特定のTMは、状態、テープ記号、状態遷移関数などで定まる。

状態は𝑠𝑠0, 𝑠𝑠1,⋯だとすると、これは、𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2,⋯としても、一般性は失
わない。
よって、この方針で記法を標準化する：

𝑙𝑙個の状態： 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2,⋯ , 𝑞𝑞𝑙𝑙
𝑚𝑚個の入力記号：𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,⋯ ,𝑎𝑎𝑚𝑚
テープ記号：𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,⋯ ,𝑎𝑎𝑚𝑚,𝑎𝑎𝑚𝑚+1,⋯ ,𝑎𝑎𝑛𝑛

初期状態：𝑞𝑞1
空白記号：𝑎𝑎𝑛𝑛
受理状態(𝑘𝑘個)：𝑞𝑞𝑖𝑖1 , 𝑞𝑞𝑖𝑖2 ,⋯𝑞𝑞𝑖𝑖𝑘𝑘



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (３)

𝑙𝑙個の状態： 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2,⋯ , 𝑞𝑞𝑙𝑙
初期状態：𝑞𝑞1 受理状態(𝑘𝑘個)：𝑞𝑞𝑖𝑖1 ,𝑞𝑞𝑖𝑖2 ,⋯𝑞𝑞𝑖𝑖𝑘𝑘
𝑚𝑚個の入力記号：𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,⋯ ,𝑎𝑎𝑚𝑚 空白記号：𝑎𝑎𝑛𝑛
テープ記号：𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,⋯ ,𝑎𝑎𝑚𝑚,𝑎𝑎𝑚𝑚+1,⋯ ,𝑎𝑎𝑛𝑛

以上の制限を満たすTMを0, 1の列で符号化する：
11110𝑙𝑙110𝑚𝑚110𝑛𝑛1110𝑖𝑖1110𝑖𝑖2 ⋯110𝑖𝑖𝑘𝑘111𝑐𝑐111𝑐𝑐211⋯ 11𝑐𝑐ℎ1111

• 重要な情報は0の数に符号化してある。
• 使う状態の名前は、既に決まっているので個数だけ示せばよい。
• 𝑐𝑐1,⋯ , 𝑐𝑐ℎは状態遷移関数を示した部分。詳細は後述。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (４)

11110𝑙𝑙110𝑚𝑚110𝑛𝑛1110𝑖𝑖1110𝑖𝑖2 ⋯110𝑖𝑖𝑘𝑘111𝑐𝑐111𝑐𝑐211⋯ 11𝑐𝑐ℎ1111

𝑞𝑞𝑗𝑗1 ,𝑎𝑎𝑗𝑗2 に対する状態遷移関数𝛿𝛿の値が下記とする：

𝛿𝛿 𝑞𝑞𝑗𝑗1 ,𝑎𝑎𝑗𝑗2 = 𝑞𝑞𝑗𝑗3 ,𝑎𝑎𝑗𝑗4 ,𝐷𝐷

これを一つの𝑐𝑐𝑖𝑖で表す：
𝑐𝑐𝑖𝑖 = 0𝑗𝑗110𝑗𝑗210𝑗𝑗310𝑗𝑗410𝑗𝑗5

ここで、
𝑗𝑗5 = 1 ⟺𝐷𝐷 = 𝐿𝐿
𝑗𝑗5 = 2 ⟺𝐷𝐷 = 𝑅𝑅

とする。

以上で、どのようなTMも0と１の列で表現できるようになった。
TM 𝑀𝑀を上記のように符号化した列を𝐸𝐸(𝑀𝑀)と表記する。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (５)

次に入力列を符号化することを考える。
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑎𝑎𝑖𝑖2 ⋯𝑎𝑎𝑖𝑖𝑝𝑝のとき、符号化した列𝐸𝐸 𝑥𝑥 を以下で定義：

𝐸𝐸 𝑥𝑥 = 10𝑖𝑖110𝑖𝑖2 ⋯10𝑖𝑖𝑝𝑝

シミュレータとなるTM 𝑇𝑇には 𝐸𝐸 𝑀𝑀 𝐸𝐸(𝑥𝑥)として入力が与えれるとす
る。

定義：
𝑀𝑀が𝑥𝑥を受理するとき、またその時に限って𝑇𝑇が𝐸𝐸 𝑀𝑀 𝐸𝐸(𝑥𝑥)を受理す
るならば、TM 𝑇𝑇が、入力𝑥𝑥が与えられたTM 𝑀𝑀を模倣すると呼ぶ。

なお、 𝐸𝐸 𝑀𝑀 𝐸𝐸(𝑥𝑥)以外の形の入力列は𝑇𝑇は全て受理しないこととす
る。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (６)

定義
任意のTM 𝑀𝑀を模倣するTM 𝑇𝑇を万能チューリング機械と呼ぶ。

万能TMはプログラム内蔵方式の汎用計算機に対応する。

例題 5.5 万能チューリング機械を設計せよ。
解答：
ここで与えるTM 𝑇𝑇は、具体的なTMで、状態遷移関数を実際に書き
下すことができることに注意する。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (７)

𝑇𝑇は5本のテープを使用する。

1番目のテープ：入力𝐸𝐸 𝑀𝑀 𝐸𝐸(𝑥𝑥) が与えられる。

2番目のテープ：模倣するTM 𝑀𝑀のテープに対応

最初に𝐸𝐸(𝑥𝑥) = 10𝑖𝑖110𝑖𝑖2 ⋯10𝑖𝑖𝑝𝑝をこのテープにコピー、
ヘッドを左端の1のところに戻す。

3番目のテープ：𝐸𝐸(𝑀𝑀)の後半の、

𝑀𝑀の状態遷移関数に対応する部分をコピーする。

4場目のテープ：𝑀𝑀の現在の状態を保持するために使用。
最初は0を1個入れる⇔初期状態 𝑞𝑞1に対応

5番目のテープ：ワークスペース



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (８)

5つのテープを持つ万能TM

𝐸𝐸 𝑀𝑀 𝐸𝐸(𝑥𝑥) 入力テープ

1 0 0⋯0 1 0 0 ⋯ 0 1 0 0 ⋯0 1 0 0 ⋯0⋯ 𝑀𝑀のテープ

⇑
1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1⋯ 𝑀𝑀の状態遷移関数

0 0 0 0 𝑀𝑀の状態

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ワークテープ

状態𝑞𝑞4を示す

𝑀𝑀の状態テープ
の内容をコピー

𝑀𝑀のテープの現在のヘッドの位
置の記号 (10⋯0) をコピー



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (９)

𝑀𝑀の1ステップの動作の𝑇𝑇での模倣の方法：
各ステップの模倣が始まる時点で、
• 𝑇𝑇の第2のテープのヘッドの位置は𝑀𝑀のヘッドの位置と合致して

いる。
(𝑀𝑀の一つのテープ記号は10⋯0で符号化されているので、1の
上にヘッドがある。)

• 第4のテープは𝑀𝑀の現在の状態を正しく示している。
(𝑞𝑞𝑖𝑖なら𝑖𝑖個の0を保持している。)

以上が成立しているとする。なお最初のステップでは成立している。

1 0 0⋯0 1 0 0 ⋯ 0 1 0 0 ⋯0 1 0 0 ⋯0⋯ 𝑀𝑀のテープ

⇑

0 0 0 0 𝑀𝑀の状態状態𝑞𝑞4を示す



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１０)

① 𝑀𝑀の現在の状態が受理状態であるかをチェックする。
第4のテープの0の個数が𝐸𝐸 𝑀𝑀 で指定された受理状態の中に

入っているかどうかを、第１のテープにアクセスしながらチェッ
クすればよい。もし受理状態なら受理をして停止。

② 第4の状態テープの内容をワークスペースにコピーする。
更にワークテープに𝑀𝑀のヘッドが現在読んでいる記号をコピー
する。(単に第2のテープの現在のヘッド位置から右に0が続く
限りコピーすればよい。)

1 0 0⋯0 1 0 0 ⋯ 0 1 0 0 ⋯0 1 0 0 ⋯0⋯ 𝑀𝑀のテープ（2番目）

⇑
⋮

0 0 0 0 𝑀𝑀の状態（4番目）

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ワークテープ

𝑀𝑀の状態テープ
の内容をコピー

𝑀𝑀のテープの現在のヘッドの位
置の記号 (10⋯0) をコピー



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１１)

以上でワークテープには、0𝑗𝑗110𝑗𝑗2の形の列が出来上がっている。
これは𝛿𝛿を表している𝑐𝑐𝑖𝑖 = 0𝑗𝑗110𝑗𝑗210𝑗𝑗310𝑗𝑗410𝑗𝑗5の前半に対応

③ワークテープの内容が前半と一致する𝑐𝑐𝑖𝑖を第3のテープから探
す。(パターンマッチングすればよい。)
見つからなかったら、非受理で停止する。
④ そのような𝑐𝑐𝑖𝑖が見つかったら、その後半部に従って第2のテープ
(𝑀𝑀のテープ)の内容とヘッドの位置、第4のテープ（𝑀𝑀の状態）を更
新する。
第2のテープの更新では、書き込むべき 0 の個数が前と異なるので、
テープの右の部分全体をシフトする作業を行う。

以上の方針で万能TM 𝑇𝑇が設計できる。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１２)

万能TMを用いて、どんなTMをもってきても認識できない 0,1 上の
言語が存在することを示す。

0,1 を入力とするTMの符号化を一つ固定する。
（万能TMのところで説明した符号化でもよいが、今は入力が{0,1}
に限られているので、入力記号の符号化は省略できる。）

𝜎𝜎1 = 0,𝜎𝜎2 = 1,𝜎𝜎3 = 00,𝜎𝜎4 = 01,⋯と
0,1 上の列を短いものから順に、同じ長さの列は二進数読みで小
さい数の順に並べる。
このときの𝑖𝑖番目の列が𝜎𝜎𝑖𝑖となるようにする。

縦にも横にも、𝜎𝜎1,𝜎𝜎2,𝜎𝜎3,⋯でラベル付けされた無限に大きい表を
考える。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１３)

表の(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)要素に次のルールで○と×を付ける：
① TM 𝜎𝜎𝑖𝑖が列𝜎𝜎𝑗𝑗を受理すれば○

② TM 𝜎𝜎𝑖𝑖が列𝜎𝜎𝑗𝑗を受理しないとき、

もしくは𝜎𝜎𝑖𝑖がTMの符号語でないときは×
ここでTM 𝜎𝜎𝑖𝑖は符号化すると𝜎𝜎𝑖𝑖になるTMのことである。

𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎3 𝜎𝜎4 ⋯ 𝜎𝜎𝑗𝑗 ⋯

𝜎𝜎1 × × × × ×

𝜎𝜎2
𝜎𝜎3
𝜎𝜎4
⋮

𝜎𝜎𝑖𝑖 ○ ○ × × ×

⋮

TM 𝜎𝜎𝑖𝑖が列の𝜎𝜎𝑗𝑗を
受理するなら○，

受理しないなら×
を書く。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１４)

このように作成した表を基にして、次のように言語𝐿𝐿を定義：
𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM 𝜎𝜎𝑖𝑖が列𝜎𝜎𝑖𝑖を受理しない − (∗)

つまり、𝑖𝑖行𝑖𝑖列のエントリーが×ならば列𝜎𝜎𝑖𝑖は𝐿𝐿に入り、
○ならば入らない。

定理 5.4 言語𝐿𝐿はいかなるTMによっても認識されない。

𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 𝜎𝜎3 𝜎𝜎4 ⋯ 𝜎𝜎𝑗𝑗 ⋯

𝜎𝜎1 × × × × ×

𝜎𝜎2 ○

𝜎𝜎3 ○

𝜎𝜎4 ×

⋮

𝜎𝜎𝑖𝑖 ○ ○ × × ×

⋮

TM 𝜎𝜎𝑖𝑖が列の𝜎𝜎𝑗𝑗を
受理するなら○，

受理しないなら×
を書く。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１４’)

𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM 𝜎𝜎𝑖𝑖が列𝜎𝜎𝑖𝑖を受理しない − (∗)

定理 5.4 言語𝐿𝐿はいかなるTMによっても認識されない。

証明：対角線論法を用いる。
𝐿𝐿を認識するTMが存在するとしてそれを𝑀𝑀とする：

𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM 𝑀𝑀が列𝜎𝜎𝑖𝑖を受理する − (∗∗)
𝑀𝑀を符号化した列を𝜎𝜎𝑀𝑀とする。

① TM 𝑀𝑀が列𝜎𝜎𝑀𝑀を受理するとき： (∗∗)より、𝜎𝜎𝑀𝑀 ∈ 𝐿𝐿

一方、 『TM 𝜎𝜎𝑀𝑀が列𝜎𝜎𝑀𝑀を受理する』ので、
表の𝜎𝜎𝑀𝑀行𝜎𝜎𝑀𝑀列は○となる。よって、(∗)より𝜎𝜎𝑀𝑀 ∉ 𝐿𝐿で矛盾。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１４’’)

𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM 𝜎𝜎𝑖𝑖が列𝜎𝜎𝑖𝑖を受理しない − (∗)
𝐿𝐿を認識するTMが存在するとしてそれを𝑀𝑀とする：

𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM 𝑀𝑀が列𝜎𝜎𝑖𝑖を受理する − (∗∗)
𝑀𝑀を符号化した列を𝜎𝜎𝑀𝑀とする。

②同様に、TM 𝑀𝑀が列𝜎𝜎𝑀𝑀を受理しないとき： (∗∗)より、𝜎𝜎𝑀𝑀 ∉ 𝐿𝐿

一方、 『TM 𝜎𝜎𝑀𝑀が列𝜎𝜎𝑀𝑀を受理しない』ので、
表の𝜎𝜎𝑀𝑀行𝜎𝜎𝑀𝑀列は×になる。よって、 (∗)より𝜎𝜎𝑀𝑀 ∈ 𝐿𝐿で矛盾。

以上より、𝐿𝐿を認識するTMは存在しない。



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１５)

例題 𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM 𝜎𝜎𝑖𝑖が列𝜎𝜎𝑖𝑖を受理しない を認識するTM を万
能TMを使って無理やり作ることを考える。

与えられた入力列𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗に対して、
符号化が𝑥𝑥になるTM 𝑀𝑀𝑥𝑥に𝑥𝑥を入力したときの動作を、
万能TMを使って模倣する：
①𝑀𝑀𝑥𝑥が𝑥𝑥を受理すれば、𝑇𝑇は𝑥𝑥を受理しない。
②𝑀𝑀𝑥𝑥が𝑥𝑥を受理しなければ、𝑇𝑇は𝑥𝑥を受理する。

この議論のどこがおかしいのか？



３. チューリング機械によっても
認識できない言語 (１５’)

符号化が𝑥𝑥になるTM 𝑀𝑀𝑥𝑥に𝑥𝑥を入力したときの動作を、
万能TMを使って模倣する：
①𝑀𝑀𝑥𝑥が𝑥𝑥を受理すれば、𝑇𝑇は𝑥𝑥を受理しない。
②𝑀𝑀𝑥𝑥が𝑥𝑥を受理しなければ、𝑇𝑇は𝑥𝑥を受理する。
この議論のどこがおかしいのか？

解答：①はできるが、②は一般的にできない。

𝑀𝑀𝑥𝑥が𝑥𝑥を受理しない場合には、𝑀𝑀𝑥𝑥が永遠に止まらない場合が含ま
れる。
よって、𝑀𝑀𝑥𝑥が𝑥𝑥を受理しないことを、𝑀𝑀𝑥𝑥の動作を模倣することで確
かめることはできない。
（次の章で詳しく説明する。）



補遺 ランダムアクセス機械の模倣(１)

チューリング機械が、我々が通常使っているコンピュータを模倣で
きることを示す。

ランダムアクセス機械(RAM)を以下のように定義する。
• RAMはメモリ、プログラム、メモリアドレスレジスタ(MAR)、複数の

汎用レジスタ(𝑅𝑅0,𝑅𝑅1,⋯)からなる。

• メモリはアドレスのついたワードに分かれているが、各ワードに
はいくらでも大きな2進数が入り得る。また、メモリ全体のワード
数にも制限はない。

• 命令は
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑅𝑅1 2000 , 𝐿𝐿 𝑅𝑅2 1800 , 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑅𝑅1 1010
𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑅𝑅1 25

などを用いる。



補遺 ランダムアクセス機械の模倣(２)

可算命令： 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑅𝑅1 2000
2000番地の内容をMARにいれてメモリにアクセスする。

（間接アドレス方式）
もし、2000番地に12500が入っているなら、12500番地の値をレジ
スタ𝑅𝑅1の値に足し込む。

ロード命令： 𝐿𝐿 𝑅𝑅2 1800 メモリの値をレジスタにロード

ストア命令： 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑅𝑅1 1010
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴と同様だが、レジスタ値をメモリ書き込む

分岐命令： 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑅𝑅1 25
𝑅𝑅1の値が0ならラベル25のついた命令に進み、0でないなら次の命
令を実行する。



補遺 ランダムアクセス機械の模倣(３)

プログラムはROMに書かれていて変更不能とする。
⇔万能TMと同様に万能RAM (つまり汎用計算機)が存在する。

多テープTMを用いてRAMの動作を模倣する：

• 最初のテープ＝メモリテープ：RAMのメモリを模倣する。
RAMの0番地、1番地、2番地・・・に対応して、
#0$, #1$,⋯ , #10$, #11$,のようにテープに番地を振る。

• MARレジスタ、汎用レジスタ、などを模倣するテープを用意する。

• ワークテープをいくつか用意する。



補遺 ランダムアクセス機械の模倣(４)

RAMのTMによる模倣

#0$ 𝑥𝑥0 #1$ 𝑥𝑥1 #10$ 𝑥𝑥2 #11$ 𝑥𝑥3 ⋯ メモリテープ

MARテープ

ワークテープ

𝑅𝑅0テープ

𝑅𝑅1テープ

メモリのアドレス3番地を示す



補遺 ランダムアクセス機械の模倣(５)

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑅𝑅1 2000 の模倣：
① メモリテープのヘッドを2000番地に移動する。

(2000という数は、必ず具体的なある値が指定されているので、
有限状態を用いて実行できる。)

② 2000番地にヘッドが到達したら、そこの値(いくらでも大きくなり
うる)をMARテープにコピーする。

③ MARテープの内容の番地までテープを移動する。
・まず、ヘッドを左端に移動する。
・次に、最初の番地部(#0$右隣)にヘッドを移動させる。
・その内容とMARテープの値の一致検索を行う。

・一致しなければ、一つ右の番地部にヘッドを移動させて同じこ
とを行う。



補遺 ランダムアクセス機械の模倣(６)

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑅𝑅1 2000 の模倣の続き：

④ いつかは一致するので、一致したらワードの内容をいったん
ワークテープにコピーする。

⑤ 𝑅𝑅1の内容とワークテープの値を足してその値を別のワークテー
プに格納する。
この足し算は、普通の筆算と同様に下の桁から計算するとよい。

⑥ ワークテープの内容を𝑅𝑅1に写す。

他の命令も同様に模倣をすることができる。

このように、チューリング機械は、我々が通常使っているコンピュー
タを模倣できる。



第六章：チューリング機械
の停止性と決定問題

『必ず停止する』チューリング機械と『計算機では解
けない問題』の関係について

0. チューリング機械と計算機

1. チューリング機械の停止性

2. 非可解な（計算可能でない）問題

3. ポストの対応問題



０.チューリング機械と計算機 (１)

チューリング機械は、入力列𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗ を『受理する(yes)』か、『受
理しない(no)』かを判定する機械として定義された。

TM 𝑀𝑀が認識する言語を𝐿𝐿(𝑀𝑀)とすると、
𝑀𝑀は入力列𝑥𝑥が𝐿𝐿(𝑀𝑀)に入るかを判定する機械といえる。

関数𝑓𝑓𝑀𝑀 𝑥𝑥 : 0,1 ∗ → 0,1 を、

𝑓𝑓𝑀𝑀 𝑥𝑥 = �
1 𝑥𝑥 ∈ 𝐿𝐿 𝑀𝑀
0 𝑥𝑥 ∉ 𝐿𝐿 𝑀𝑀

と定義すると、
𝑀𝑀は二値関数𝑓𝑓𝑀𝑀 𝑥𝑥 を計算する機械といえる。

なぜ、チューリング機械は計算機のモデルと言えるのだろうか？



０.チューリング機械と計算機 (２)

計算機の歴史：
• 紀元前数千年： 『そろばん』など
• 古代ギリシャ： 最古のアナログコンピュータ

歯車式：天球上の天体の位置を計算
• 1642年：パスカルの機械式計算機(加算と減算)
• 1672年：ライプニッツの機械式計算機(加減乗除)
• 以降２０世紀初頭まで機械式計算機の時代(量産・小型化)
• 1９世紀：バベッジの階差機関(未完)：多項式の自動計算

解析機関(設計のみ)：プログラム可能機械式計算機

• 1936年：チューリングが(万能)チューリング機械を論文発表
• 1938年：ツーゼ Z1: プログラム可能機械式計算機
• 1940年代：コンピュータ(デジタル計算機)の発明

ABC(1942)、Colossus(1943)、ENIAC(1946)、The Baby(1948)



０.チューリング機械と計算機 (３)

『計算機(コンピュータ)』とは何か？

⇒入力された列𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗に対し、(プログラムに従って計算し)列
𝑦𝑦 ∈ 0,1 ∗を出力する機械
⇔入力された列𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗に対して、 0,1 ∗上の関数𝑓𝑓 𝑥𝑥 を（プログ
ラムに従って）計算する機械

とするのが自然と思われる

一方、チューリング機械は二値 0,1 のみを出力する機械であった。

⇒入力列𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗に対して列𝑦𝑦 ∈ 0,1 ∗ を出力するようなチュー
リング機械(チューリング変換機)を定義してみる。



０.チューリング機械と計算機 (４)

チューリング機械(チューリング変換機)：
入力𝑥𝑥 ∈ Σ∗に対する出力𝑦𝑦 ∈ Σ∗を定義する。
定義１： 2テープチューリング機械を考える。

受理状態に到達したときに、2テープ目に書かれている列𝑦𝑦 ∈ Σ∗
を出力列であると定義する。

定義２： 1テープチューリング機械を考える。

受理状態に到達したときに、テープの左端から最初に入力記号
以外の記号が現れるまで列を出力列𝑦𝑦 ∈ Σ∗とする。

𝑥𝑥 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯ 𝑦𝑦 $ 𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐 ⋯

𝑥𝑥 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯

𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯

𝑍𝑍 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯

𝑦𝑦 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯



０.チューリング機械と計算機 (５)
今、𝐷𝐷 ⊆ 0,1 ∗を定義域とする。
0,1 ∗上の部分関数𝑓𝑓:𝐷𝐷 → 0,1 ∗ を計算することを考える。
入力𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗に対して、
𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷を受理して、𝑦𝑦 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗ を出力し、
𝑥𝑥 ∉ 𝐷𝐷は受理しないチューリング変換機があれば、
この関数は『計算できる』といえると思える。

0,1, $ ∗上の言語𝐿𝐿𝑓𝑓を以下のように定義する：

𝐿𝐿𝑓𝑓 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 | 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷,𝑦𝑦 ∈ 0,1 ∗,𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) .
もし、𝐿𝐿𝑓𝑓を認識するチューリング機械𝑇𝑇があれば、計算したい𝑓𝑓 𝑥𝑥
に対して、色々な𝑦𝑦 ∈ 0,1 ∗に対して、𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥を𝑇𝑇の入力列とすれば、
そのうち受理される列𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥が見つかり、𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)が計算できる。

⇒通常のTMで関数の計算をすることができる。
(実は、この議論にはTMの停止性の話が抜けている。)



１.チューリング機械の停止性 (１)

チューリング機械が列𝑥𝑥を受理するとは、受理状態に遷移すること
であった。受理状態に遷移した後は、TMは停止するように設計す
るのが自然である。

一方で、非受理であるとは、受理状態に到達しないことであった。

以前の例なら、非受理には2通りある。

① 次の遷移先が状態遷移図に無い。
② 永遠に動き続ける。

厳密に話をするため、
TMを定義しなおす。



１.チューリング機械の停止性 (２)

左図の場合では、
読んだ記号と状態の組によっては
次の遷移が
状態遷移図に存在しない場合があった。

このことを反映させるため、
チューリング機械の中の状態遷移関数𝛿𝛿を部分関数として再定義
する。

状態遷移関数𝛿𝛿は定義域𝐷𝐷 ⊆ 𝐾𝐾 × Γにおいて定義されるとする。
𝛿𝛿:𝐷𝐷 → 𝐾𝐾 × Γ × {𝐿𝐿,𝑅𝑅}



１.チューリング機械の停止性 (３)

状態遷移関数の定義域𝐷𝐷 ⊆ 𝐾𝐾 × Γは、
任意の受理状態𝑠𝑠𝑓𝑓 ∈ 𝐹𝐹、任意の記号𝑎𝑎 ∈ Γに対して、

𝑠𝑠𝑓𝑓 ,𝑎𝑎 を含まないとする。

∀𝑠𝑠𝑗𝑗 ∈ 𝐹𝐹,∀𝑎𝑎 ∈ Γ 𝑠𝑠𝑓𝑓 ,𝑎𝑎 ∉ 𝐷𝐷
つまり、受理状態からの遷移は定義されていないとする。

定義
チューリング機械は、現在の状態𝑠𝑠 ∈ 𝐾𝐾と呼んだ記号𝑎𝑎 ∈ Γに対して、
次の遷移が定義されていないとき、つまり 𝑠𝑠,𝑎𝑎 ∉ 𝐷𝐷のとき停止す
るという。

入力列𝑥𝑥 ∈ Σ∗に対して、受理状態以外の状態(非受理状態)で停止
した場合、TMは𝑥𝑥を拒否すると呼ぶ。



１.チューリング機械の停止性 (４)

TMが入力列𝑥𝑥を非受理である場合には以下の2通りがある：

① TMは𝑥𝑥を拒否する。（非受理状態で停止する。）
② それ以外(永遠に動き続ける。)

以前の例では、②の場合はなかった。
②の場合は、本当に存在するのだろうか？

疑問に答えるため、以下のようなTMのクラスを定義する

定義： 任意の入力𝑥𝑥 ∈ Σ∗に対して停止するTMを必ず停止するTM
と呼ぶ。



１.チューリング機械の停止性 (５)

定理 6.1  必ず停止するTMでは認識できないが、そのような制限の
ないTMなら認識できる 0,1 上の言語が存在する。

（証明） 言語𝐿𝐿を以下で定義する：
𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM𝜎𝜎𝑖𝑖は列𝜎𝜎𝑖𝑖を拒否する

ここで、 0,1 入力のTMのみを考えて、入力列𝜎𝜎𝑖𝑖は符号化されてい
ないと考えてもよいし、任意の入力記号に対するTMを考えて、𝜎𝜎𝑖𝑖は
万能TMのときに使った符号化𝐸𝐸 𝑀𝑀 と𝐸𝐸(𝑥𝑥)であると考えてもよい。
(以降の同様の定理の証明では上記の説明を省略する)

𝐿𝐿を必ず停止するTMで認識できると仮定する。
𝐿𝐿を認識する必ず停止するTMの符号語を𝜎𝜎𝑀𝑀とする。



１.チューリング機械の停止性 (６)

𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM𝜎𝜎𝑖𝑖は列𝜎𝜎𝑖𝑖を拒否する − ∗
𝐿𝐿を認識する必ず停止するTMの符号語を𝜎𝜎𝑀𝑀とする：

𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM𝜎𝜎𝑀𝑀は列𝜎𝜎𝑖𝑖を受理する − ∗∗

TM 𝜎𝜎𝑀𝑀は列𝜎𝜎𝑀𝑀に対して停止するので、以下の2通りが考えられる。
① TM 𝜎𝜎𝑀𝑀は列𝜎𝜎𝑀𝑀を受理する場合：

TM 𝜎𝜎𝑀𝑀は𝐿𝐿を認識するので、 ∗∗ より 𝜎𝜎𝑀𝑀 ∈ 𝐿𝐿.
一方、𝐿𝐿の定義 ∗ より、𝜎𝜎𝑀𝑀 ∉ 𝐿𝐿となるので矛盾

② TM 𝜎𝜎𝑀𝑀は列𝜎𝜎𝑀𝑀を拒否する場合：
TM𝜎𝜎𝑀𝑀は𝐿𝐿を認識するので、 ∗∗ より𝜎𝜎𝑀𝑀 ∉ 𝐿𝐿.
一方、𝐿𝐿の定義 ∗ より、𝜎𝜎𝑀𝑀 ∈ 𝐿𝐿となるので矛盾

よって𝐿𝐿を認識する必ず停止するTMは存在しない。



１.チューリング機械の停止性 (６’)

𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM𝜎𝜎𝑖𝑖は列𝜎𝜎𝑖𝑖を拒否する
よって𝐿𝐿を認識する必ず停止するTMは存在しない。

𝐿𝐿は必ず停止するとは限らないTM(受理するときは停止する)で認
識できる。

実際に、万能TMを使って入力𝜎𝜎𝑖𝑖に対するTM 𝜎𝜎𝑖𝑖の動作を模倣して、
TM 𝜎𝜎𝑖𝑖が𝜎𝜎𝑖𝑖を拒否したときのみ受理するとよい。 □

必ず停止するTMは、『文脈自由言語を全て認識する＝プッシュダ
ウンオートマトンより強い』ことが証明できる。



２.非可解な問題 (１)

決定問題： 「与えられた列は何々の条件を満たすか？」というタイ
プの問題 (yes or no で答えれる問題)

Σ∗上の言語𝐿𝐿に、「与えられた列𝑥𝑥 ∈ Σ∗は𝐿𝐿に入るか？」という決定
問題を対応させれる。

Σ∗上の言語𝐿𝐿に対して、𝐿𝐿の特性関数𝜒𝜒𝐿𝐿: Σ∗ → {0,1}を

𝜒𝜒𝐿𝐿 𝑥𝑥 = �1 𝑥𝑥 ∈ 𝐿𝐿
0 𝑥𝑥 ∉ 𝐿𝐿

で定義する。

1 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦, 0 = 𝑛𝑛𝑛𝑛とすると、特性関数𝜒𝜒𝐿𝐿 𝑥𝑥 は𝐿𝐿に対応する決定問題
の表現とみなせる。



２.非可解な問題 (２)

定義：
決定問題を解く必ず停止するTMが存在するとき、その決定問題は
可解であると呼ぶ。
可解でない問題を非可解な問題と呼ぶ。

𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM𝜎𝜎𝑖𝑖は列𝜎𝜎𝑖𝑖を拒否する
に対して、『与えられた𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗は、𝐿𝐿に入るか？』は、
決定問題であり、𝐿𝐿を認識する必ず停止するTMが存在しないので、
非可解な問題である。

他の例を見てみる



２.非可解な問題 (３)

定理 6.2 (チューリング機械の停止問題)
チューリング機械𝑀𝑀に対して、𝑀𝑀が入力列𝑥𝑥 ∈ Σ∗に対して停止する
かどうかの決定問題は非可解である。

（証明） まず、この問題が決定問題であることを確かめる。
チューリング機械は、符号化を使って𝐸𝐸 𝑀𝑀 ∈ 0,1 ∗とできる。
同様に𝑥𝑥も符号化により𝐸𝐸 𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗となる。
列𝐸𝐸 𝑀𝑀 𝐸𝐸(𝑥𝑥)は正しい符号化になっていれば境界はわかる。

よって、『列𝑦𝑦 ∈ 0,1 ∗が与えられたときに、𝑦𝑦が𝐸𝐸 𝑀𝑀 𝐸𝐸(𝑥𝑥)の形をし
ており、かつ、TM 𝑀𝑀が入力列𝑥𝑥に対して停止するか？』
とすれば、決定問題になっている。

次に非可解性を示す。



２.非可解な問題 (４)

TMの停止問題を認識する必ず停止するTMが存在すると仮定する。

この仮定の下で、
𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM𝜎𝜎𝑖𝑖は列𝜎𝜎𝑖𝑖を拒否する

を認識する必ず停止するTMが存在することを示すことを目指す。

上記の𝐿𝐿を認識する必ず停止するTMは既に存在しないことを証明
したので、矛盾が生じる。



２.非可解な問題 (４’)

停止問題を認識する必ず停止するTM を𝑀𝑀ℎとする。

これを用いて
𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM𝜎𝜎𝑖𝑖は列𝜎𝜎𝑖𝑖を拒否する

を認識するTM 𝑇𝑇を以下のように構成する：

𝑇𝑇は与えられた入力𝑥𝑥を右側にコピーして、
𝑥𝑥𝑥𝑥というテープを作る。

次に𝑇𝑇は『入力𝑥𝑥𝑥𝑥に対する𝑀𝑀ℎの動作』を模倣する。
𝑀𝑀ℎは必ず停止するTMなので、𝑥𝑥𝑥𝑥に対して停止する。

① 𝑥𝑥𝑥𝑥を𝑀𝑀ℎが拒否する場合： 𝑇𝑇は𝑥𝑥を非受理とする。
この場合、TM 𝑥𝑥は入力𝑥𝑥に対して停止しないことが分かる。



２.非可解な問題 (５)

②𝑀𝑀ℎが入力𝑥𝑥𝑥𝑥を受理する場合：
TM 𝑥𝑥は入力𝑥𝑥に対して停止することが分かる。

そこで、𝑇𝑇は入力𝑥𝑥に対するTM 𝑥𝑥の動作を、万能TMの手法で模倣
する。
TM 𝑥𝑥は入力𝑥𝑥に対して停止するので、
TM 𝑥𝑥が𝑥𝑥を拒否すれば、𝑇𝑇は受理状態で停止する。
TM 𝑥𝑥が𝑥𝑥を受理すれば、𝑇𝑇は非受理状態で停止する。



２.非可解な問題 (５’)

まとめると、TM 𝑇𝑇の動作は以下になる：
TM 𝑥𝑥が入力𝑥𝑥を拒否⇔ 𝑥𝑥を受理
そうでない⇔ 𝑥𝑥を拒否

よって、TM 𝑇𝑇は
𝐿𝐿 = 𝜎𝜎𝑖𝑖 | TM𝜎𝜎𝑖𝑖は列𝜎𝜎𝑖𝑖を拒否する

を認識する必ず停止するTMである。

そのようなものは存在しないので、これは矛盾である。



２.非可解な問題 (６)

非可解な問題をTMで解こうとすると、答えがyesのときは停止する
が、noのときは永遠に動き続ける可能性がある。

現実的には、我々が待つことができるのは有限の時間であるので、
永遠に動き続けるのか、それとも長い時間の後、TMが停止するの
か、我々には判断ができない。

⇒『非可解な問題は計算機では解けない』と考えるのが妥当。

可解な問題は、必ず停止するTMで認識できる言語に対応。
そこで、言語𝐿𝐿は、必ず停止するTMで認識できるとき計算可能であ
ると呼ぶ。このような𝐿𝐿は帰納言語とも呼ばれる。



２.非可解な問題 (７)

チューリング変換機の話にもどる。

𝑓𝑓:𝐷𝐷 → 0,1 ∗ を𝐷𝐷 ⊆ 0,1 ∗を定義域とする 0,1 ∗上の部分関数と
する。
入力𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗に対して、𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷を受理して、𝑦𝑦 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗ を出
力し、𝑥𝑥 ∉ 𝐷𝐷を拒否するチューリング変換機があれば、
𝑓𝑓 𝑥𝑥 は計算可能であると呼ぶ。

0,1, $ ∗上の言語𝐿𝐿を以下のように定義する：
𝐿𝐿 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 | 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷,𝑦𝑦 ∈ 0,1 ∗,𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) .

もし、𝐿𝐿が計算可能であるならば、つまり𝐿𝐿を認識し必ず停止する
チューリング機械𝑇𝑇があれば、計算したい𝑓𝑓 𝑥𝑥 に対して、色々な𝑦𝑦 ∈
0,1 ∗に対して、𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥を𝑇𝑇の入力列とすれば、そのうち𝑇𝑇が受理する
列𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥が見つかり、𝑦𝑦を出力できる。
よって、言語𝐿𝐿が計算可能⇔関数𝑓𝑓が計算可能



２.非可解な問題 (８)

チャーチ＝チューリングのテーゼ(Church-Turing thesis)：
実際の計算機(メモリはいくらでも使えるとする)で計算できる関数

は、チューリング機械（変換機）で計算できる（計算可能な）関数で
ある。

どのような新しい仕組みの計算機を設計しても、その計算機で計
算できる関数は、チューリング機械(変換機)で計算可能な関数にな
るという経験則もしくは予測。

様々な計算機のモデルが存在する：
例：帰納的関数、ラムダ計算、ポストタグ機械、
ランダムアクセス機械、量子チューリング機械(量子計算機)

このテーゼは、全ての汎用計算機のモデルが、計算可能性に関し
ては等価であることを主張している。(今のところ正しい。)



２.非可解な問題 (９)

非可解な問題の例をいくつか見ていく。

定理 6.3 チューリング機械𝑀𝑀が入力𝜖𝜖に対して停止するかどうかの
決定問題(𝜖𝜖停止問題)は非可解である。

証明：
TMの停止問題は非可解であった。
そこで、𝜖𝜖停止問題を解く必ず停止するTM 𝑇𝑇𝜖𝜖が存在すれば、
𝑇𝑇𝜖𝜖 を使ってTMの停止問題を解く必ず停止するTMが作れることを
示す。

任意のTM 𝑀𝑀1と任意の列𝜎𝜎に対して、TM 𝑀𝑀𝜎𝜎を以下で定義する：
𝑀𝑀𝜎𝜎は𝜖𝜖テープが与えられると、まずテープに𝜎𝜎を書き、ヘッドを左端
に戻してから𝑀𝑀1の動作を始める。



２.非可解な問題 (１０)

𝑀𝑀1 ⟹ 𝑠𝑠0

𝑀𝑀𝜎𝜎 ⟹ 𝑠𝑠𝑠𝑠0

この部分は完全
に等しい

テープに列𝜎𝜎を書いてヘッド
を左端に戻す。



２.非可解な問題 (１１)

TM 𝑀𝑀1と列𝜎𝜎 (の符号化)を入力として、TM 𝑀𝑀𝜎𝜎を出力するチューリ
ング変換機𝑇𝑇を以下のように設計する。

𝑇𝑇は以下の2ステップにより𝐸𝐸(𝑀𝑀𝜎𝜎)を出力する：
① 入力のうち𝐸𝐸(𝑀𝑀1)を書き変えて、𝑀𝑀1の初期状態を𝑠𝑠0ではなく、
普通の状態𝑠𝑠からはじまるようにする。

② 有限状態を利用することで、さらに、𝐸𝐸(𝑀𝑀1)を、初期状態𝑠𝑠0から
スタートして、テープに列𝜎𝜎を書いて、ヘッドを左に戻し、その後に
𝑀𝑀1を動作させるように書き変える。

𝑇𝑇は必ず停止するTM変換機となることが証明できる。
（CやJavaなどで必ず停止するプログラムを書けるような操作は、全
て必ず停止するTMで実行できる。）



２.非可解な問題 (１２)

𝑀𝑀𝜎𝜎の動作

𝑀𝑀𝜎𝜎が𝜖𝜖入力に対して停止する必要十分条件は、
𝑀𝑀1が𝜎𝜎に対して停止することである。

𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯

𝜎𝜎 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯

𝜎𝜎 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵⋯

⇑
𝑠𝑠0

⇑
𝑠𝑠

列𝜎𝜎を左端から書く

あたかも入力列𝜎𝜎が与
えられて状態𝑠𝑠から計
算が始まるかに見える



２.非可解な問題 (１３)

𝜖𝜖停止問題を解くTM を𝑇𝑇𝜖𝜖として、
上記𝑇𝑇と TM 𝑇𝑇𝜖𝜖を連結させたTMを考える。
このTMは、入力(𝑀𝑀1,𝜎𝜎)に対して、まず𝑇𝑇を動作して、𝑀𝑀𝜎𝜎(の符号化
𝐸𝐸(𝑀𝑀𝜎𝜎))を得る。次に𝑀𝑀𝜎𝜎に対して𝑇𝑇𝜖𝜖を動作させる。

既に述べたように、 𝑀𝑀𝜎𝜎が𝜖𝜖入力に対して停止する必要十分条件は、
𝑀𝑀1が𝜎𝜎に対して停止することである。

よって、このTMの答え(yes, no)が、(𝑀𝑀1,𝜎𝜎)の停止判定の正しい答え
になっている。

𝑇𝑇は必ず停止するので、𝑇𝑇𝜖𝜖が必ず停止すると仮定すると、連結した
TMも必ず停止する。
これはTMの停止問題が可解であることを意味するので矛盾。 ■



２.非可解な問題 (１４)

非可解性の標準的な証明法

𝑃𝑃： 非可解性を証明したい問題(関数)
𝑄𝑄： 既に非可解であることが証明されている問題(関数)

『𝑄𝑄を𝑃𝑃に還元する』
⟺𝑄𝑄への入力列𝑞𝑞に対して𝑃𝑃への入力列を対応させる写像
𝑡𝑡: 𝑞𝑞 ↦ 𝑝𝑝で下記の性質を満たすものを見つける：

① ∀𝑞𝑞 𝑄𝑄 𝑞𝑞 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 ⟺ 𝑃𝑃 𝑡𝑡 𝑞𝑞 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑞𝑞に対する𝑄𝑄の答えがyesなら、対応する𝑝𝑝に対する𝑃𝑃の答えもyes

② 𝑞𝑞を入力として与えられたときに、
𝑡𝑡 𝑞𝑞 を出力する必ず停止するTM 𝑇𝑇が存在する。



２.非可解な問題 (１５)

𝑄𝑄への入力列𝑞𝑞に対して𝑃𝑃への入力列を対応させる写像𝑡𝑡: 𝑞𝑞 ↦ 𝑝𝑝で
下記の性質を満たすものを探す：
① ∀𝑞𝑞 𝑄𝑄 𝑞𝑞 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 ⟺ 𝑃𝑃 𝑡𝑡 𝑞𝑞 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦

𝑞𝑞に対する𝑄𝑄の答えがyesなら、対応する𝑝𝑝に対する𝑃𝑃の答えもyes
② 𝑞𝑞を入力として与えられたときに、

𝑡𝑡 𝑞𝑞 を出力する必ず停止するTM 𝑇𝑇が存在する。

上記の写像𝑡𝑡が存在するなら𝑃𝑃も非可解である。

(証明) 𝑃𝑃を認識する必ず停止するTM 𝑇𝑇𝑃𝑃の存在を仮定する。
𝑇𝑇と𝑇𝑇𝑃𝑃を直列で接続したTM 𝑇𝑇𝑄𝑄を考える。

𝑇𝑇𝑄𝑄は𝑞𝑞を入力すると、まず𝑇𝑇を回して𝑝𝑝を作って、𝑝𝑝を𝑇𝑇𝑃𝑃でyesかnoか
を判定する。①②よりTM 𝑇𝑇𝑄𝑄は問題𝑄𝑄を認識する必ず止まるTMと

なっている。これは𝑄𝑄の非可解性に矛盾する。



２.非可解な問題 (１６)

例題 6.1 ０型文法𝐺𝐺が列𝑥𝑥を生成するかどうかの決定問題は非可
解である。
（証明の概要）
最初にTMを符号化したように、0型文法も同様に符号化を行う。
使用する変数と終端記号を標準化する。
例えば、変数𝑙𝑙個、終端記号𝑚𝑚個ならば、
変数：𝑎𝑎1,⋯ ,𝑎𝑎𝑙𝑙 (𝑎𝑎1は初期変数)
終端記号：𝑎𝑎𝑙𝑙+1,⋯ ,𝑎𝑎𝑙𝑙+𝑚𝑚 とする。
これらは 1110𝑙𝑙110𝑚𝑚111 などで符号化できる。

変換規則は、𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑎𝑎𝑖𝑖2 ⋯𝑎𝑎𝑖𝑖𝑝𝑝 → 𝑎𝑎𝑗𝑗1𝑎𝑎𝑗𝑗2 ⋯𝑎𝑎𝑗𝑗𝑞𝑞と書けるので、

𝑐𝑐 = 110𝑖𝑖110𝑖𝑖21⋯10𝑖𝑖𝑝𝑝110𝑗𝑗110𝑗𝑗21⋯10𝑗𝑗𝑞𝑞11
というような形で書ける。結局、
1110𝑙𝑙110𝑚𝑚111𝑐𝑐111𝑐𝑐211⋯11𝑐𝑐𝑟𝑟111 などの符号化をすればよい。



２.非可解な問題 (１７)

TMの停止問題をこの問題に還元する。
TMの停止問題の入力列(𝑀𝑀, 𝑥𝑥)に対する写像：𝑡𝑡 𝑀𝑀, 𝑥𝑥 ↦ (𝐺𝐺,𝑦𝑦)
を実現するチューリング変換機 𝑇𝑇を以下のように構成する：
① 𝐸𝐸(𝑀𝑀)を書き変えて、𝑀𝑀が入力列に対して停止するならば、必

ずその列を受理するようなTM 𝑀𝑀𝑀の符号化𝐸𝐸(𝑀𝑀′)を得る。
② 定理5.3で説明した方法を使って、TM 𝑀𝑀𝑀を模倣する0型文法を

𝐺𝐺とする。
③ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥として、𝐺𝐺と𝑥𝑥を符号化したものを出力する。

𝑀𝑀が𝑥𝑥に対して停止⟺𝑀𝑀𝑀は𝑥𝑥を受理 (①より)
⟺ 𝐺𝐺は𝑥𝑥を生成可能 (②より)

また定理5.3の証明より、 𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑇𝑇は必ず停止するようにできることが
分かる。
よって、この問題はTMの停止問題に還元することができたので、
非可解である。



２.非可解な問題 (２０)

例題6.3 文脈自由文法𝐺𝐺が列𝑥𝑥を生成するかどうかの決定問題は
可解である。

(証明の概要)
𝐺𝐺をチョムスキー標準形にする。

チョムスキー標準形の生成規則は下記のどちらかである：
・ 右辺が1個の終端記号 （非膨張規則）
・ 右辺が2個の変数 (膨張規則)

𝐺𝐺の導出 𝑆𝑆 ⇒ 𝛼𝛼1 ⇒ 𝛼𝛼2 ⇒ ⋯ ⇒ 𝑦𝑦
で、膨張規則を𝑘𝑘回使用すると、𝑦𝑦の長さは𝑘𝑘 + 1になる。



２.非可解な問題 (２１)

逆に𝐺𝐺で長さ𝑛𝑛の列𝑦𝑦が生成されたなら、𝑛𝑛 − 1回膨張規則が使われ
なければならない。

また、長さ𝑛𝑛の列𝑦𝑦が全て終端記号のみであるとすると、
導出では、非膨張規則を𝑛𝑛回使わないといけない。

結局、長さ𝑛𝑛の列𝑥𝑥が𝐺𝐺で導出可能か調べるには、𝑛𝑛回の膨張規則
と𝑛𝑛 − 1回の非膨張規則を総当たりで調べればよい。
（具体的なやり方は省略）

(0型文法の場合は、導出中に列の長さが減ることがあるので、有
限の時間で総当たりすることができない。)



３.ポストの対応問題 (１)

できるだけ簡単な構造を持った非可解問題があれば、非可解性の
証明のための還元の作業が楽になる。

ポストの対応問題：
入力： 列の対の集合 𝑥𝑥1,𝑦𝑦1 , 𝑥𝑥2,𝑦𝑦2 ,⋯ , 𝑥𝑥𝑘𝑘 ,𝑦𝑦𝑘𝑘

𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ Γ∗

問題： 𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑥𝑥𝑖𝑖2 ⋯𝑥𝑥𝑖𝑖𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑖𝑖1𝑦𝑦𝑖𝑖2 ⋯𝑦𝑦𝑖𝑖𝑛𝑛
を満たす整数列𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑛𝑛が存在するか？
ただし、𝑖𝑖𝑙𝑙 ∈ 1,⋯ ,𝑘𝑘 とする。

同じ列の対、例えば 𝑥𝑥2,𝑦𝑦2 、は何度使ってもよい。



３.ポストの対応問題 (２)

例えば、入力列を
1,111 , 10111,10 , 10,0

とする。
つまり、

𝑥𝑥1 = 1, 𝑥𝑥2 = 10111, 𝑥𝑥3 = 10,
𝑦𝑦1 = 111,𝑦𝑦2 = 10,𝑦𝑦3 = 0

である。

この入力に対する答えはyesである。
実際、2113という整数列に対して、

𝑥𝑥2𝑥𝑥1𝑥𝑥1𝑥𝑥3 = 101111110
𝑦𝑦2𝑦𝑦1𝑦𝑦1𝑦𝑦3 = 101111110

となる。



３.ポストの対応問題 (３)

例題 6.4  以下の入力列に対する、ポストの対応問題の答えがnoで
あることを証明せよ：

10
101 , 011

11 , 101
011 .

(解答)
答えをyesとするような整数列𝑋𝑋が存在したとする。すると𝑋𝑋は
2または3で始まることはあり得ない。実際、𝑥𝑥2と𝑦𝑦2、 𝑥𝑥3と𝑦𝑦3の最初
の記号は異なっている。

𝑋𝑋は1で始まる。すると、𝑥𝑥列と𝑦𝑦列は、
10
101

となり、𝑥𝑥列の1が1個足りないので、次の𝑥𝑥列の記号は1でないとい
けない。よって、𝑥𝑥1か𝑥𝑥3が次に来る。



３.ポストの対応問題 (３)

10
101 , 011

11 , 101
011 .

𝑥𝑥1の場合、列は、
1010
101101

となり、失敗である。
𝑥𝑥3の場合、

10101
101011

となる。しかし、𝑥𝑥列が1が1個足りない状況になっている。

これは以前の状況のくり返しであり、この状況を解消することは永
遠にできない。
よって、この問題の答えはnoである。



３.ポストの対応問題 (４)

定理 6.4 ポストの対応問題は非可解である。

(証明のアイデア)
『０型文法𝐺𝐺が列𝑥𝑥を生成するかどうかの問題』を
『０型文法が列0を生成するかどうか』の問題に還元する。

さらに、『０型文法が列0を生成するかどうか』の問題をポストの対
応問題に還元する。

証明は複雑なので省略（参考書には書いてある。）



補遺. チューリングとチューリング機械

アラン・マシスン・チューリング
（Alan Mathison Turing)

• 1912年6月23日生まれ
• 1931: ケンブリッジ大学入学、数学を専攻。
• 1936: 論文『計算可能数、ならびに

そのヒルベルトの決定問題への応用』にて、
(万能)チューリング機械の理論を確立

• 1939-1945：ドイツの暗号エニグマの解読の自動化に成功
• 1945-1947: 英国初の万能計算機ACEの設計を行う。
• 1950: 論文『計算する機械と知性』

人口知能の問題を提起、『チューリングテスト』の提案
• 1954年6月8日、死亡(自殺)



補遺. チューリングとチューリング機械

『計算可能数、ならびにそのヒルベルトの決定問題への応用』

論文の主題は、『一階述語論理において与えられた、論理式が
証明可能かどうかを(有限の方法で)決定することはできるか？』
という問題(一階述語論理の決定問題)であった。

そもそも、『 (有限の方法で)決定する=計算可能である＝アルゴ
リズムが存在する』ということを数学的に定義されていなかった。

そのため、『計算可能性』の数学的な定義が必要となり、そのた
めにチューリング機械を導入した。

万能チューリング機械を導入し、チューリング機械の停止問題が
非可解性を証明し、それを用いて一階述語論理の決定問題も非
可解であることを証明した。



補遺. チューリングとチューリング機械

実は、一階述語論理の決定問題はチューリン
グよりも少し早く、
アロゾン＝チャーチ(1903-1995)が解いていた。
“An unsolvable problem in elementary number 
theory(初等数論における非可解な問題につい
て)” (1936)

この論文の中で、チューリング機械と後に同等であると証明さ
れる計算モデルである『ラムダ計算』を創案している。

ラムダ計算を用いて、一階述語論理の決定問題の非可解性を
証明した。

関数型言語(Lispなど)はラムダ計算の実装となっている。



第七章：計算複雑性理論

計算量クラスNPを中心に計算量の理論について学
ぶ。

0. 時間計算量と計算困難な問題

1. クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁
2. 𝑁𝑁𝑁𝑁完全性

3. その他の計算量クラス



０．時間計算量と計算困難な問題 (１)

可解な問題は、原理的には計算機で解くことができる。
しかし、全ての可解な問題が計算機で容易に解けるとは限らない。

定義
𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑀𝑀の(最悪)時間計算量が𝑡𝑡(𝑛𝑛)であるとは、任意の入力列𝑤𝑤に対
して、𝑀𝑀が𝑡𝑡 𝑤𝑤 ステップ以下で停止することをいう。
このようなTMを𝑡𝑡(𝑛𝑛)時間限定TMと呼ぶ。

|𝑤𝑤|：入力列𝑤𝑤の長さ

この講義では、平均時間計算量は考えない。



０．時間計算量と計算困難な問題 (２)

定義より、

log 𝑛𝑛 時間限定TMで解ける問題は、
𝑛𝑛時間限定TMで解ける問題より計算が容易

𝑛𝑛時間限定TMで解ける問題は、
𝑛𝑛2時間限定TMで解ける問題より計算が容易

𝑛𝑛2時間限定TMで解ける問題は、
2𝑛𝑛時間限定TMで解ける問題より計算が容易

相対的な計算の困難さ（容易さ）の比較はできる。



０．時間計算量と計算困難な問題 (３)

原理的には計算可能(可解)だが、“絶対的に”計算が困難な問題：

決定問題𝐷𝐷を解くTM(≃アルゴリズム)の計算量が2𝑛𝑛だとする。

ある計算機は、このアルゴリズムを使って𝑙𝑙ビットの入力に対して
𝐷𝐷を1秒で解いたとする。

入力ビット数 解くのにかかる時間

𝑙𝑙 1秒
𝑙𝑙 + 10 約20分
𝑙𝑙 + 20 約10日
𝑙𝑙 + 27 約3年
𝑙𝑙 + 33 約300年
𝑙𝑙 + 60 約300億年

太陽の寿命は50億年
宇宙の年齢は150億年

数十ビット程度の長さで、
現実的には解けなくなる。



０．時間計算量と計算困難な問題 (４)

スーパーコンピュータを使うとどうか？

先ほどの計算機を、100万個の並列に繋いだスーパーコンピュータ
の場合（京は70万コア）、
アルゴリズムの完全な並列化が可能だとしても：

100万=1 × 106 ≈ 1 × 220 より
入力ビット数 解くのにかかる時間

𝑙𝑙 10−6秒
𝑙𝑙 + 20 約1秒
𝑙𝑙 + 40 約10日
𝑙𝑙 + 47 約3年
𝑙𝑙 + 53 約300年
𝑙𝑙 + 80 約300億年

太陽の寿命は50億年
宇宙の年齢は150億年

スーパーコンピュータを
使っても、計算量が2𝑛𝑛のア
ルゴリズムは、大きな入力
に対する計算ができない。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１)

指数関数(2𝑛𝑛)の時間計算量のアルゴリズムは、大きな入力に対し
ては計算が不可能になる。

そうでないアルゴリズムは計算が容易であると言えるかもしれない。

多項式時間限定TM：ある多項式𝑝𝑝 𝑛𝑛 に対して𝑝𝑝 𝑛𝑛 時間限定TM

定義(計算量クラス𝑃𝑃)： 決定問題(言語)𝑄𝑄に対して、多項式時間限
定TMで𝑄𝑄を解くことができるとき、『𝑄𝑄はクラス𝑃𝑃に属す』という。

𝑛𝑛時間限定TMや𝑛𝑛2時間限定TMで解ける問題は、計算容易である
と言ってよいと思われる。

しかし、𝑛𝑛100時間限定TMでしか解けない問題は、計算容易だろう
か？



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (４)

クラス𝑃𝑃よりも『少しだけ難しい』決定問題のクラスとして𝑁𝑁𝑁𝑁を考え
る。そのために𝑡𝑡(𝑛𝑛)時間限定非決定性TMを定義する。

定義： 任意の入力列𝑤𝑤に対して、𝑤𝑤が受理されるならば、初期様
相から距離𝑡𝑡 𝑤𝑤 以内に受理様相が存在する非決定チューリング
機械を𝑡𝑡(𝑛𝑛)時間限定非決定性TMと呼ぶ。

多項式時間限定非決定TM
＝ある多項式𝑝𝑝(𝑛𝑛)に対して

𝑝𝑝(𝑛𝑛)時間限定非決定性TM

𝐼𝐼8は初期様相から距離３

初期様相



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (５)

定義(計算量クラス𝑁𝑁𝑃𝑃)： 決定問題(言語)𝑄𝑄に対して、多項式時間
限定非決定性TMで𝑄𝑄を解くことができるとき、『𝑄𝑄はクラス𝑁𝑁𝑃𝑃に属
す』という。

定義より𝑃𝑃 ⊂ 𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑁𝑁𝑁𝑁は検算が容易な問題からなる計算量クラスということができる。

定理7.0
与えられた言語𝑄𝑄が𝑁𝑁𝑁𝑁に属するとき、又その時に限り、
以下の性質を持つ𝑃𝑃に属する言語𝐿𝐿と多項式𝑞𝑞が存在する：
① 列𝑥𝑥が𝑄𝑄に属するならば、ある列𝑤𝑤が存在して、

𝑤𝑤 ≤ 𝑞𝑞 𝑥𝑥 かつ 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿
② 列𝑥𝑥が𝑄𝑄に属さないならば、任意の列𝑤𝑤に対して 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (６)

定理を言い換えると、
言語𝑄𝑄が𝑁𝑁𝑁𝑁に属する必要十分条件は:

入力列𝑥𝑥が𝑄𝑄に属するならば、その証拠𝑤𝑤 (多項式の長さの列) が
存在して、𝑥𝑥と𝑤𝑤を入力として与えるとyesを返すアルゴリズム(多項
式時間TM)が存在。

入力列𝑥𝑥が𝑄𝑄に属さないならば、任意の証拠𝑤𝑤に対して𝑥𝑥と𝑤𝑤をその
アルゴリズム(TM)に入力するとNoと答える。

つまり、入力列𝑥𝑥が𝑄𝑄に入っていることを効率よくチェックできる証拠
が存在する。

𝑥𝑥と𝑤𝑤を入力してYESが出れば、必ず𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (７)

定理の証明で、に関する以下の補題を使う：

𝑡𝑡 𝑛𝑛 時間限定𝑘𝑘-テープTM： 𝑡𝑡 𝑛𝑛 時間以内で必ず止まる𝑘𝑘本のテー
プを持つTM

補題：任意の言語𝐿𝐿に対して、𝐿𝐿を認識する𝑡𝑡 𝑛𝑛 時間限定𝑘𝑘-テープ
TMが存在するならば、 𝐿𝐿を認識する 𝑡𝑡 𝑛𝑛 2時間限定TMが存在する。

つまり、クラス𝑃𝑃に関しては、何本のテープのTMで考えても同じ。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (８)

(定理7.0の証明)
まず、与えられた言語𝑄𝑄が𝑁𝑁𝑁𝑁に属することを仮定して、条件を満た
すクラス𝑃𝑃に属する言語が存在することを証明する。

𝑄𝑄を認識する非決定性TMの非決定的選択
の上限を𝑘𝑘とする。
すると距離𝑐𝑐の様相は、
{1,⋯ ,𝑘𝑘}上の列𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐で指定できる。
つまり、様相を𝐼𝐼 𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐 と書ける。

例えば、𝑘𝑘 = 2の場合、
左図のように𝐼𝐼1 = 𝐼𝐼 0 , 𝐼𝐼5 = 𝐼𝐼 11 ,
𝐼𝐼8 = 𝐼𝐼 100
などと書くことができる。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (９)

2テープTM Mは、入力𝑥𝑥と𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐が与えられると、
2テープ目に𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐を書き、
1テープ目を𝑥𝑥のみにする。

2番目のテープを読みながら、
𝑙𝑙ステップ目には、𝑖𝑖𝑙𝑙番目の選択をするように、
非決定TMを1番目のテープで模倣していく。

𝑀𝑀は𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐を読み切ると停止するとしておく。

TM 𝑀𝑀は過去の授業で非決定性TMを模倣するために、
使った決定性TMと2テープ目を書き変えないことを除いては同じ。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１０)

今、𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄とすると、ある多項式𝑝𝑝(𝑛𝑛)に対して、
𝑐𝑐 ≤ 𝑝𝑝 𝑛𝑛 かつ 𝐼𝐼 𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐 が受理様相である
列𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐が存在する。

よって、𝑥𝑥と𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐を𝑀𝑀に入力すると、
𝑐𝑐 ≤ 𝑝𝑝(𝑛𝑛)ステップ後に受理様相に到達し、受理される。

逆に、𝑥𝑥が𝑄𝑄に属さないとすると、任意の列𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐に対して、
𝐼𝐼 𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐 は受理様相ではない。

よって、ある多項式𝑝𝑝 𝑛𝑛 に対して𝑐𝑐 ≤ 𝑝𝑝 𝑛𝑛 であるとき、
入力列𝑥𝑥と𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ⋯ 𝑖𝑖𝑐𝑐に対して、 𝑐𝑐ステップ後に、TM Mは受理様相に
は到達しせずに停止する。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１１)

逆に、以下の条件を満たす言語𝐿𝐿と多項式𝑞𝑞が存在するとする：
① 列𝑥𝑥が𝑄𝑄に属するならば、ある列𝑤𝑤が存在して、

𝑤𝑤 ≤ 𝑞𝑞 𝑥𝑥 かつ 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿
② 列𝑥𝑥が𝑄𝑄に属さないならば、任意の列𝑤𝑤に対して 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿

この言語𝐿𝐿を認識する多項式時間TMを𝑀𝑀とする。

以下のように非決定性TM 𝑁𝑁を定義する：
入力列𝑥𝑥が与えられると、𝑁𝑁は𝑞𝑞 𝑥𝑥 以下の長さの列𝑤𝑤を非決定的
に生成する。
次に𝑁𝑁は 𝑥𝑥,𝑤𝑤 に対する𝐿𝐿を認識するTM 𝑀𝑀と同じ動作を行う。
𝑀𝑀が受理状態に達すると、𝑁𝑁も受理状態に遷移する。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１２)

𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄のときは、①の条件を満たす𝑤𝑤を非決定的に選択すれば、非
決定性TM 𝑁𝑁は受理様相に到達する。この受理様相の初期様相か
らの距離は、𝑀𝑀が停止するステップ数程度なので多項式以下であ
る。

𝑥𝑥 ∉ 𝑄𝑄のときは、②よりどのような列𝑤𝑤に対しても、TM 𝑀𝑀は(𝑥𝑥,𝑤𝑤)を
受理することがない。よって、非決定性TM 𝑁𝑁はどのような非決定的
な選択を行っても受理様相には到達しない。

以上により、𝑄𝑄は多項式時間限定非決定性TMで認識できるので、
𝑁𝑁𝑁𝑁に属している。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１３)

クラス𝑁𝑁𝑁𝑁に入る決定問題の例を色々見ていく：

CNF論理式の充足可能性問題(CNF-SAT)
入力：乗法標準形(Conjunctive Normal Form)論理式
出力：充足可能であればyes (1)、充足不可能ならno (0)

乗法標準形の論理式 𝑓𝑓(𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛)
例えば、 (¬𝑥𝑥を 𝑥̅𝑥 と書く)

𝑓𝑓 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4
= 𝑥̅𝑥1 ∨ 𝑥𝑥3 ∨ 𝑥̅𝑥4 ∧ 𝑥𝑥2 ∧ 𝑥𝑥1 ∨ 𝑥𝑥4 ∧ (𝑥𝑥2 ∨ 𝑥𝑥3 ∨ 𝑥̅𝑥4)

𝑥𝑥1 = 0 𝑛𝑛𝑛𝑛 , 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥3 = 𝑥𝑥4 = 1 (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦)を割りてると、
𝑥̅𝑥1 ∨ 𝑥𝑥3 ∨ 𝑥̅𝑥4 = 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1 ∨ 𝑥𝑥4 = 𝑥𝑥2 ∨ 𝑥𝑥3 ∨ 𝑥̅𝑥4 = 1

と、すべての節が1になるので、式全体が1になり、答えはyes。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１４)

例題7.1  CNF-SATがクラス𝑁𝑁𝑁𝑁に入ることを示せ。

解答：
各変数を𝑥𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥𝑥,⋯とビット列で番号付けすることにする。
入力列は、

𝑥𝑥𝚤𝚤1 ∨ 𝑥𝑥𝚤𝚤2 ∨ ⋯ ∧⋯∧ 𝑥𝑥𝚤𝚤𝑐𝑐 ∨ 𝑥𝑥𝚤𝚤𝑐𝑐+1 ∨ ⋯
のような形をしている。

入力列の長さを𝑛𝑛とすると、論理式に含まれる変数の数𝑘𝑘は𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛を
満たす。𝑥𝑥𝑙𝑙1,⋯ , 𝑥𝑥𝑙𝑙𝑘𝑘が論理式に含まれるとする。

長さ𝑘𝑘のビット列𝑤𝑤 = 𝑗𝑗1 ⋯ 𝑗𝑗𝑘𝑘に対して、 𝑥𝑥𝑙𝑙1 = 𝑗𝑗1,⋯ , 𝑥𝑥𝑙𝑙𝑘𝑘 = 𝑗𝑗𝑘𝑘という

割り当てを考える。 （ e.g. 𝑥𝑥𝑙𝑙1 = 𝑗𝑗1 =1 なら、𝑥𝑥𝑙𝑙1 はyes）



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１５)

長さ𝑘𝑘のビット列𝑤𝑤 = 𝑗𝑗1 ⋯ 𝑗𝑗𝑘𝑘に対して、 𝑥𝑥𝑙𝑙1 = 𝑗𝑗1,⋯ , 𝑥𝑥𝑙𝑙𝑘𝑘 = 𝑗𝑗𝑘𝑘という
割り当てを考える。

もし、論理式が充足可能であるならば、

長さ𝑘𝑘のビット列𝑤𝑤 = 𝑗𝑗1 ⋯ 𝑗𝑗𝑘𝑘が存在して、 𝑥𝑥𝑙𝑙1 = 𝑗𝑗1,⋯ , 𝑥𝑥𝑙𝑙𝑘𝑘 = 𝑗𝑗𝑘𝑘とい
う割り当てで、論理式が真 (1)になるものが存在する。

一方、論理式が充足可能でなければ、

任意の長さ𝑘𝑘のビット列𝑤𝑤 = 𝑗𝑗1 ⋯ 𝑗𝑗𝑘𝑘に対して、 𝑥𝑥𝑙𝑙1 = 𝑗𝑗1,⋯ , 𝑥𝑥𝑙𝑙𝑘𝑘 = 𝑗𝑗𝑘𝑘
という割り当では、論理式は真 (1)にならない。

𝑤𝑤が与えられたときの論理式の値の計算は、すべての節に1となる

リテラルが含まれていることをチェックするだけなので、明らかに多
項式時間で終わる。よって定理7.0よりCNF-SATはNP



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１６)

グラフのハミルトン閉路問題
入力： グラフ𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸)
出力： 𝐺𝐺にハミルトン閉路が含まれればyes、

そうでないならno.

ハミルトン閉路：グラフの全ての頂点をちょうど一回通る閉路

左図の場合、
閉路1-3-5-4-2-6-1は
ハミルトン閉路である。

1 2

3

4

6

5



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１７)

グラフのハミルトン閉路問題はNPに属する。

証明：
長さ𝑛𝑛の入力 1,⋯ ,𝑘𝑘 , 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2 ,⋯ , 𝑣𝑣2ℎ−1, 𝑣𝑣2ℎ が与えらえたと
する。
𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛なので、各頂点𝑣𝑣は、およそ log2 𝑘𝑘の長さのビット列𝐸𝐸 𝑣𝑣 で指
定できる。

グラフとビット列𝑤𝑤を入力とするTM 𝑀𝑀を以下のように定義する。
①𝑀𝑀は、まず𝑤𝑤 = 𝐸𝐸 𝑢𝑢1 ⋯𝐸𝐸 𝑢𝑢𝑘𝑘 となる𝑘𝑘個の頂点からなる列
𝑢𝑢1 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘が存在するかどうかを確かめる。もし、対応する頂点が存
在しなければ、入力を拒否する。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１７)

② そのような頂点列が存在すれば、次に(𝑢𝑢1,⋯ ,𝑢𝑢𝑘𝑘 ,𝑢𝑢1) が閉路
となっているかをチェックする。このためには、1 ≤ ∀𝑏𝑏 ≤ 𝑘𝑘に対して
(𝑢𝑢𝑏𝑏 ,𝑢𝑢𝑏𝑏+1)と一致する辺が入力グラフに含まれているかをチェック
する。ただし、 𝑢𝑢𝑘𝑘+1 = 𝑢𝑢1とする。閉路でなければ、入力を拒否する。

③最後に、閉路 (𝑢𝑢1,⋯ ,𝑢𝑢𝑘𝑘,𝑢𝑢1)がハミルトン閉路であるかチェック
する。これは、頂点の列{𝑢𝑢1,⋯ ,𝑢𝑢𝑘𝑘}をソートして 1,⋯ ,𝑘𝑘 になるかを
チェックするとよい。

①②③は全て多項式時間で終えることができる。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１８)

以上の方法で、
もし入力グラフにハミルトン閉路(𝑢𝑢1,⋯ ,𝑢𝑢𝑘𝑘 ,𝑢𝑢1)が含まれる場合は、
グラフとビット列𝑤𝑤 = 𝑢𝑢1 ⋯𝑢𝑢𝑘𝑘をTM 𝑀𝑀に与えると、多項式時間でこ
れらを受理する。

逆に入力グラフにハミルトン閉路が含まれない場合は、どのような
ビット列𝑤𝑤に対しても、上記のTM 𝑀𝑀は多項式時間で入力グラフと𝑤𝑤
を拒否をする。

よって、ハミルトン閉路問題はNPである。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (１９)

グラフの𝑘𝑘彩色問題
入力 グラフ𝐺𝐺 = 𝑉𝑉,𝐸𝐸
出力 𝐺𝐺の全ての頂点が、

辺で結ばれた二つの頂点を同じ色で塗ることなく、

𝑘𝑘色で塗り分けることができればyes, 
そうでないならno

左図の場合、3色で塗り分け可能
よってグラフの3彩色問題に対する
出力はyesである。

☆𝑘𝑘は入力によらない定数である。

1 2

3

4
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１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (２０)

グラフの𝑘𝑘彩色問題はNPに属する
証明：
長さ𝑛𝑛の入力 1,⋯ , 𝑙𝑙 , 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2 ,⋯ , 𝑣𝑣2ℎ−1, 𝑣𝑣2ℎ が与えられたと
する。
ここで、𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 1,⋯ , 𝑙𝑙 とする。(頂点を 1,⋯ , 𝑙𝑙 で符号化している)

{1,⋯ ,𝑘𝑘}上の長さ𝑙𝑙の列𝑖𝑖1 ⋯ 𝑖𝑖𝑙𝑙に対して、 （𝑖𝑖𝑐𝑐 ∈ 1,⋯ ,𝑘𝑘 ）
頂点𝑐𝑐に𝑖𝑖𝑐𝑐番目の色を割り当てることを考える。

このために、
𝑖𝑖1 ⋯ 𝑖𝑖𝑙𝑙 を用いて関数𝑔𝑔を𝑔𝑔 𝑐𝑐 = 𝑖𝑖𝑐𝑐で定義する。



１．クラス𝑃𝑃とクラス𝑁𝑁𝑁𝑁 (２１)

入力グラフが𝑘𝑘彩色可能であるならば、
ある列𝑖𝑖1 ⋯ 𝑖𝑖𝑙𝑙が存在して、

任意の𝑗𝑗に対して、𝑔𝑔 𝑣𝑣2𝑗𝑗−1 ≠ 𝑔𝑔 𝑣𝑣2𝑗𝑗 が成立する。

これは、 𝑖𝑖1 ⋯ 𝑖𝑖𝑙𝑙が与えられれば多項式時間で確認できる。

入力グラフが𝑘𝑘彩色可能でないならば、
任意の列𝑖𝑖1 ⋯ 𝑖𝑖𝑙𝑙に対して、

ある𝑗𝑗が存在して𝑔𝑔 𝑣𝑣2𝑗𝑗−1 = 𝑔𝑔 𝑣𝑣2𝑗𝑗 が成立する。

これも𝑖𝑖1 ⋯ 𝑖𝑖𝑙𝑙が与えられれば多項式時間で確認できる。
よって定理7.0よりこの問題は𝑁𝑁𝑁𝑁である。



３．𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題 (１)

NP問題には応用上重要な問題が多数存在する。

SATやハミルトン閉路問題は本当に多項式時間TMで解くことはでき
ないのか？

もしNP問題が全て多項式時間TMで解けるなら、
𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁

となる。
もし、多項式時間TMで解けないNP問題が存在すれば、

𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑁𝑁𝑁
である。

𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁か𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑁𝑁𝑁かは、まだ未解決である。
ミレニアム懸賞問題：解くと100万ドルがもらえる。



３．𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題 (２)

𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁を証明するのに、すべての𝑁𝑁𝑁𝑁問題が多項式時間TMで解
けるかを調べるのは難しい。

最も難しい𝑁𝑁𝑁𝑁問題から研究すればよい。

𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題：その問題が多項式時間TMで解ければ、すべての
𝑁𝑁𝑁𝑁問題が多項式時間TMで解ける(𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁)ような問題。

多くの学者は𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑁𝑁𝑁だと考えている。
よって、𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題は、多項式時間TMを持たないと考えられる。



３．𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題 (３)

定義
『𝑄𝑄1は𝑄𝑄2に多項式時間で還元できる』
⟺𝑄𝑄1への入力列𝑞𝑞に対して𝑄𝑄2への入力列を対応させる写像
𝑡𝑡: 𝑞𝑞1 ↦ 𝑞𝑞2で下記の性質を満たすものが存在する：

① ∀𝑞𝑞1 𝑄𝑄1 𝑞𝑞1 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 ⟺ 𝑄𝑄2 𝑡𝑡 𝑞𝑞1 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑞𝑞1に対する𝑄𝑄1の答えがyesなら、対応する𝑄𝑄2の答えもyes

② 𝑞𝑞1を入力として与えられたときに、
𝑡𝑡 𝑞𝑞1 を出力する多項式時間決定性チューリング変換機 𝑇𝑇が存

在する。

このとき、𝑄𝑄2 ∈ 𝑃𝑃なら、𝑄𝑄1 ∈ 𝑃𝑃である。

実際、𝑄𝑄2を解く多項式時間TMを𝑀𝑀とすると、𝑇𝑇と𝑀𝑀を連結させた
TMは𝑄𝑄1を多項式時間で解くことができる



３．𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題 (４)

定義
𝑁𝑁𝑁𝑁問題𝑄𝑄は、すべての𝑁𝑁𝑁𝑁問題が𝑄𝑄に多項式時間で還元可能で
あるときに、𝑁𝑁𝑁𝑁完全であるという。

よって、ある𝑄𝑄が𝑁𝑁𝑁𝑁完全であるならば、
𝑄𝑄 ∈ 𝑃𝑃ならば、𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁である。

定理
CNF-SATは、NP完全である。

歴史的には、CNF(乗法標準形)の制限のない命題論理式の充足
可能性問題(SAT)が、最初にNP完全であることが証明された。
(Cook-Levinの定理)



３．𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題 (５)

（CNF-SATがNP完全である証明のあらすじ）

任意の𝑁𝑁𝑁𝑁問題𝑄𝑄を一つ固定する。

𝑄𝑄への入力列𝑥𝑥をCNF 𝑓𝑓に変換するチューリング変換機で、

𝑄𝑄 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 ⟺ 𝑓𝑓は充足可能
とあるものを作ればよい。
(☆チューリング変換機は、存在を示せるだけでよい。)

𝑄𝑄を解く非決定多項式時間TM を𝑀𝑀とする。

まず、入力列𝑥𝑥に対する𝑀𝑀の動作を模倣する0型文法𝐺𝐺 𝑀𝑀 を構成
して、更に、𝐺𝐺 𝑀𝑀 の動作を模倣するCNF 𝑓𝑓を作成する。



３．𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題 (６)

CNF-SATはNP完全であることが、証明できたとする。
その他のNP問題がNP完全であることを証明したいなら、
CNF-SATが、その問題に多項式時間で還元可能であることを示せ
ばよい。

この方法で、
• グラフのハミルトン閉路問題
• 𝑘𝑘 ≥ 3に対するグラフの𝑘𝑘彩色問題
も𝑁𝑁𝑁𝑁完全であることが証明できる。

実は、𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑁𝑁𝑁が正しいと仮定して、
𝑃𝑃に入っていないと思われている𝑁𝑁𝑁𝑁問題の多くは、NP完全である
ことが証明されている。



３．𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題 (７)

𝑃𝑃に入ることもNP完全であることも証明されていない問題
＝𝑃𝑃と𝑁𝑁𝑁𝑁完全の間くらいのむつかしさの問題

素因数分解問題
入力： 𝑥𝑥,𝑦𝑦
𝑥𝑥はある素数𝑝𝑝と𝑞𝑞に対して𝑥𝑥 = 𝑝𝑝 ⋅ 𝑞𝑞を満たす。

出力：
𝑝𝑝か𝑞𝑞のどちらかが与えられた自然数𝑦𝑦よりも小さいかどうか？
つまり、 𝑝𝑝 ≤ 𝑦𝑦 ∨ 𝑞𝑞 ≤ 𝑦𝑦 の値(真偽値)。

素因数分解問題はRSA暗号という公開鍵暗号で使われる。

𝑃𝑃でも𝑁𝑁𝑁𝑁完全でもない問題には、公開鍵暗号に使用可能なもの
が多い。



４．その他の計算量クラス(1)

言語：𝑄𝑄 ⊂ 0,1 ∗ に対する補集合𝑄𝑄𝑐𝑐を定義：
𝑄𝑄𝑐𝑐 ≔ 0,1 ∗ − 𝑄𝑄

決定問題と対応する言語𝑄𝑄の関係：

決定問題：『𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗は○○か？』
Yes: 𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄 ⟺ No:𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄𝑐𝑐

𝑄𝑄𝑐𝑐に対応する決定問題を補問題という。

補問題：『 𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗は○○ではないか？』
Yes: 𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄𝑐𝑐 ⟺ No:𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄

例）『𝑥𝑥は素数か？』の補問題は『𝑥𝑥は合成数か？』



４．その他の計算量クラス(2)

𝑃𝑃や𝑁𝑁𝑁𝑁のような言語の集合を一般に計算量クラスという。

計算量クラス𝐶𝐶に対して、計算量クラス𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶を
𝐶𝐶に入る決定問題の補問題の集合として定義：

𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ≔ 𝑄𝑄 ⊂ 0,1 ∗ | 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝐶𝐶

これにより𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃や𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁が定義される。

𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃 ≔ 𝑄𝑄 ⊂ 0,1 ∗ | 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝑃𝑃
𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁 ≔ 𝑄𝑄 ⊂ 0,1 ∗ | 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁



４．その他の計算量クラス(3)

𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ≔ 𝑄𝑄 ⊂ 0,1 ∗ | 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝐶𝐶

定理(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶の性質)
① 𝑄𝑄 ∈ 𝐶𝐶 ⟺ 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶
② 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 = 𝐶𝐶
③ 𝐶𝐶 ⊂ 𝐷𝐷 ⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐷𝐷
④ 𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⟹ 𝐶𝐶 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶. また 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝐶𝐶 ⟹ 𝐶𝐶 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶

(①の証明)
𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶の定義より任意の言語𝑄𝑄𝑄に対して、

𝑄𝑄′𝑐𝑐 ∈ 𝐶𝐶 ⟺ 𝑄𝑄′ ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶
𝑄𝑄: = 𝑄𝑄′𝑐𝑐と定義すると、𝑄𝑄𝑐𝑐 = 𝑄𝑄′𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑄𝑄𝑄なので、

𝑄𝑄 ∈ 𝐶𝐶 ⟺ 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶
■



４．その他の計算量クラス(4)

定理(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶の性質)
① 𝑄𝑄 ∈ 𝐶𝐶 ⟺ 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶
② 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 = 𝐶𝐶
③ 𝐶𝐶 ⊂ 𝐷𝐷 ⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐷𝐷
④ 𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⟹ 𝐶𝐶 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶. また 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝐶𝐶 ⟹ 𝐶𝐶 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶

(②の証明)
𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 = 𝑄𝑄 ⊂ 0,1 ∗ | 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶

= 𝑄𝑄 ⊂ 0,1 ∗ | 𝑄𝑄 ∈ 𝐶𝐶 = C
■

(③の証明)
𝑄𝑄 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⟹ 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝐶𝐶 ⊂ 𝐷𝐷

⟹ 𝑄𝑄 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐷𝐷
■



４．その他の計算量クラス(5)

𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⟹ 𝐶𝐶 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶. また 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝐶𝐶 ⟹ 𝐶𝐶 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶

(④の証明)
𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶
⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶
⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝐶𝐶

よって、𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶かつ𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝐶𝐶より、𝐶𝐶 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶

𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝐶𝐶 ⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶
⟹ 𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶

よって、𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶かつ𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝐶𝐶より、𝐶𝐶 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ■



４．その他の計算量クラス(6)

𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃 ≔ 𝑄𝑄 ⊂ 0,1 ∗ | 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝑃𝑃

𝑃𝑃と𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃は一致する：

定理： 𝑃𝑃 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃

(証明) 𝑄𝑄 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃とすると𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝑃𝑃.
よって、𝑄𝑄𝑐𝑐を認識する多項式時間𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑀𝑀が存在。
つまり、𝑥𝑥 ∈ 0,1 ∗を𝑀𝑀に入力すると、多項式時間で止まり、
受理状態で止まれば𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄𝑐𝑐、非受理状態で止まれば𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄.

𝑀𝑀の受理状態と非受理状態を逆転させたTMを𝑀𝑀𝑐𝑐とする。
𝑀𝑀𝑐𝑐は明らかに𝑄𝑄を受理する。
𝑀𝑀が多項式時間で止まるので、𝑀𝑀𝑐𝑐も多項式時間で止まる。
よって、𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃 ⊂ 𝑃𝑃 なので、𝑃𝑃 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃 ■



４．その他の計算量クラス(7)
𝑄𝑄 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁 ⟺ 𝑄𝑄𝑐𝑐∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑄𝑄 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁の定義は以下であった：
𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄 ⟹距離𝑐𝑐 < 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑥𝑥 の受理様相が存在

これから、𝑄𝑄 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁の必要十分条件は以下になる：
𝑥𝑥 ∉ 𝑄𝑄 ⟹距離𝑐𝑐 < 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑥𝑥 の拒否様相が存在

拒否様相：非受理状態で次の遷移が存在しない様相

𝑄𝑄 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁の以下の必要十分条件を使う：
∃𝐿𝐿 ∈ 𝑃𝑃,∃多項式𝑞𝑞
𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

�𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄 ⟹ ∃𝑤𝑤 ∈ 0,1 ∗, 𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 𝑤𝑤 < 𝑞𝑞 𝑥𝑥 かつ 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿
𝑥𝑥 ∉ 𝑄𝑄 ⟹ ∀𝑤𝑤 ∈ 0,1 ∗, 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿



４．その他の計算量クラス(8)

𝑄𝑄 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁の以下の必要十分条件を使う：
∃𝐿𝐿 ∈ 𝑃𝑃,∃多項式𝑞𝑞
𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

�𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄 ⟹ ∃𝑤𝑤 ∈ 0,1 ∗, 𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 𝑤𝑤 < 𝑞𝑞 𝑥𝑥 かつ 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿
𝑥𝑥 ∉ 𝑄𝑄 ⟹ ∀𝑤𝑤 ∈ 0,1 ∗, 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿

よって、
𝑄𝑄 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁 ⟺ 𝑄𝑄𝑐𝑐 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁を使うと、

𝑄𝑄 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁の必要十分条件は以下：
∃𝐿𝐿 ∈ 𝑃𝑃,∃多項式𝑞𝑞
𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

�𝑥𝑥 ∉ 𝑄𝑄 ⟹ ∃𝑤𝑤 ∈ 0,1 ∗, 𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 𝑤𝑤 < 𝑞𝑞 𝑥𝑥 かつ 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿
𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄 ⟹ ∀𝑤𝑤 ∈ 0,1 ∗, 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿



４．その他の計算量クラス(9)

𝑄𝑄 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁の必要十分条件は以下：
∃𝐿𝐿 ∈ 𝑃𝑃,∃多項式𝑞𝑞
𝑠𝑠. 𝑡𝑡.

�𝑥𝑥 ∉ 𝑄𝑄 ⟹ ∃𝑤𝑤 ∈ 0,1 ∗, 𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 𝑤𝑤 < 𝑞𝑞 𝑥𝑥 かつ 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿
𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄 ⟹ ∀𝑤𝑤 ∈ 0,1 ∗, 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿

𝑤𝑤は、𝑥𝑥が𝑄𝑄に入っていないことの証拠である。

𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁は、
𝑥𝑥 ∉ 𝑄𝑄の検算が容易な問題𝑄𝑄からなる計算量クラス

𝑁𝑁𝑁𝑁は、
𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄の検算が容易な問題𝑄𝑄からなる計算量クラス



４．その他の計算量クラス(10)

クラスco − 𝑁𝑁𝑁𝑁に入る決定問題の例：

CNF論理式の充足可能性問題の補問題
入力：乗法標準形(Conjunctive Normal Form)論理式
出力：充足不可能ならyes (1)、充足可能であればno (0)

グラフのハミルトン閉路問題の補問題
入力： グラフ𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸)
出力： 𝐺𝐺にハミルトン閉路が含まれればno、

そうでないならyes.

NP問題のnoとyesを逆にすればよい。



４．その他の計算量クラス(11)

𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ≔ 𝐿𝐿 ⊂ 0,1 ∗ | 𝐿𝐿𝑐𝑐 ∈ 𝐶𝐶

𝐶𝐶 ⊂ 𝐷𝐷 ⟹ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐶𝐶 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝐷𝐷

を用いると、𝑃𝑃 ⊂ 𝑁𝑁𝑁𝑁より、
𝑃𝑃 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃 ⊂ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁

したがって、
𝑃𝑃 ⊂ 𝑁𝑁𝑁𝑁 ∩ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑃𝑃

𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁



４．その他の計算量クラス(12)

定理：N𝑃𝑃 ≠ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁ならば、𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑁𝑁𝑁

言い換えると： 𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁ならば、N𝑃𝑃 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁

(証明)
𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁とする。

𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁
= 𝐿𝐿 ∈ 0,1 ∗ | 𝐿𝐿𝑐𝑐 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁
= 𝐿𝐿 ∈ 0,1 ∗ | 𝐿𝐿𝑐𝑐 ∈ 𝑃𝑃
= 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑃𝑃 = 𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁

よって、𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 ■



４．その他の計算量クラス(13)

定理：N𝑃𝑃 ≠ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁ならば、𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑁𝑁𝑁

言い換えると： 𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁ならば、N𝑃𝑃 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁は、𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑁𝑁𝑁を証明するために考えだされた。

しかし、𝑁𝑁𝑁𝑁 ≠ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁を証明することは、
𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑁𝑁𝑁 を証明するのと同じか、それ以上に難しいことが分かった。

𝑃𝑃 ≠ 𝑁𝑁𝑁𝑁と予想する人が多いので、
同じように𝑁𝑁𝑁𝑁 ≠ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁と予想されている。



４．その他の計算量クラス(14)

定義
𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁問題𝑄𝑄は、すべてのco −𝑁𝑁𝑁𝑁問題が𝑄𝑄に多項式時間で還
元可能であるときに、co −𝑁𝑁𝑁𝑁完全であるという。

よって、ある𝑄𝑄がco −𝑁𝑁𝑁𝑁完全であるならば、
𝑄𝑄 ∈ 𝑃𝑃ならば、𝑃𝑃 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁である。

定理
𝑁𝑁𝑁𝑁に入る 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題が存在すれば、𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁



４．その他の計算量クラス(15)

定理
𝑁𝑁𝑁𝑁に入る 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題が存在すれば、𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁

(証明)
𝑁𝑁𝑁𝑁に入る𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題を𝑄𝑄2とすると、任意の𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁問題
𝑄𝑄1が𝑄𝑄2に多項式時間で還元可能。

よって、任意の𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁問題𝑄𝑄1に対して、
𝑡𝑡: 𝑞𝑞1 ↦ 𝑞𝑞2で下記の性質を満たすものが存在する：

① ∀𝑞𝑞1 𝑞𝑞1 ∈ 𝑄𝑄1 ⟺ 𝑡𝑡 𝑞𝑞1 ∈ 𝑄𝑄2
② 𝑞𝑞1を入力として与えられたときに、
𝑡𝑡 𝑞𝑞1 を出力する多項式時間決定性チューリング変換機 𝑇𝑇が存在。



４．その他の計算量クラス(16)

一方で、𝑄𝑄2は𝑁𝑁𝑁𝑁問題でもあるので、以下の言語𝐿𝐿 ∈ 𝑃𝑃が存在：
① 列𝑥𝑥が𝑄𝑄2に属するならば、ある𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑥𝑥 以下の長さの列𝑤𝑤が

存在して、 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿
② 列𝑥𝑥が𝑄𝑄2に属さないならば、任意の列𝑤𝑤に対して 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿

チューリング変換機𝑇𝑇を使うことで𝑄𝑄1に関して以下が言える：
① 列𝑥𝑥が𝑄𝑄1に属するならば、ある𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑥𝑥 以下の長さの列𝑤𝑤が

存在して、 𝑡𝑡 𝑥𝑥 ,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿
② 列𝑥𝑥が𝑄𝑄1に属さないならば、任意の列𝑤𝑤に対して 𝑡𝑡 𝑥𝑥 ,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿



４．その他の計算量クラス(17)

チューリング変換機𝑇𝑇を使うことで𝑄𝑄1に関して以下が言える：
① 列𝑥𝑥が𝑄𝑄1に属するならば、ある𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑥𝑥 以下の長さの列𝑤𝑤が

存在して、 𝑡𝑡 𝑥𝑥 ,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿
② 列𝑥𝑥が𝑄𝑄1に属さないならば、任意の列𝑤𝑤に対して 𝑡𝑡 𝑥𝑥 ,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿

𝐿𝐿を認識する𝑇𝑇𝑇𝑇を𝑀𝑀とする。
𝑇𝑇と𝑀𝑀を連結させた𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑀𝑀′は多項式時間で止まり、
𝑥𝑥,𝑤𝑤 → 𝑡𝑡 𝑥𝑥 ,𝑤𝑤 とした後、 𝑡𝑡 𝑥𝑥 ,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿かどうかを判定する。

𝑀𝑀′に対応する言語𝐿𝐿′は𝑃𝑃に属して以下をみたす：
① 列𝑥𝑥が𝑄𝑄1に属するならば、ある𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑥𝑥 以下の長さの列𝑤𝑤が

存在して、 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿′
② 列𝑥𝑥が𝑄𝑄1に属さないならば、任意の列𝑤𝑤に対して 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿′



４．その他の計算量クラス(18)

𝑀𝑀′に対応する言語𝐿𝐿′は𝑃𝑃に属して以下をみたす：
① 列𝑥𝑥が𝑄𝑄1に属するならば、ある𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑥𝑥 以下の長さの列𝑤𝑤が

存在して、 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿′
② 列𝑥𝑥が𝑄𝑄1に属さないならば、任意の列𝑤𝑤に対して 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿′

よって、𝑄𝑄1 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁である。

𝑄𝑄1は任意の𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁問題だったので、𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝑁𝑁𝑁𝑁

よって、𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑁𝑁.

つまり、𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁. ■



４．その他の計算量クラス(19)

定理
𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題の補問題は、𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題である。

（証明）
𝑄𝑄2 は𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題の補問題とする。
すると、𝑄𝑄2 ∈ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁.

𝑄𝑄1を任意の𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁問題とすると、𝑄𝑄1𝑐𝑐 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁.
𝑄𝑄2𝑐𝑐が𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題であることより：

𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄1𝑐𝑐 ⟺ 𝑡𝑡 𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄2𝑐𝑐
となる 𝑡𝑡:𝑄𝑄1𝑐𝑐 → 𝑄𝑄2𝑐𝑐 を実行する多項式時間で止まるチューリング変
換機𝑇𝑇が存在。



４．その他の計算量クラス(20)

𝑄𝑄1を任意の𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁問題とすると、𝑄𝑄1𝑐𝑐 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁.
𝑄𝑄2𝑐𝑐が𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題であることより：

𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄1𝑐𝑐 ⟺ 𝑡𝑡 𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄2𝑐𝑐
となる 𝑡𝑡:𝑄𝑄1𝑐𝑐 → 𝑄𝑄2𝑐𝑐 を実行する多項式時間で止まるチューリング変
換機𝑇𝑇が存在。

𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄1 ⟺ 𝑞𝑞 ∉ 𝑄𝑄1𝑐𝑐 ⟺ 𝑡𝑡 𝑞𝑞 ∉ 𝑄𝑄2𝑐𝑐 ⟺ 𝑡𝑡 𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄2

よって、𝑇𝑇は、
𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄1 ⟺ 𝑡𝑡 𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄2

を満たす𝑡𝑡を実行する多項式時間で止まるチューリング変換機。

よって、任意の𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁問題 𝑄𝑄1は𝑄𝑄2に多項式時間で還元可能な
ので、𝑄𝑄2は𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題.   ■



４．その他の計算量クラス(21)

co − 𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題の例：

CNF論理式の充足可能性問題の補問題
入力：乗法標準形(Conjunctive Normal Form)論理式
出力：充足不可能ならyes (1)、充足可能であればno (0)

グラフのハミルトン閉路問題の補問題
入力： グラフ𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸)
出力： 𝐺𝐺にハミルトン閉路が含まれればno、

そうでないならyes.

NP完全問題のnoとyesを逆にすればよい。



４．その他の計算量クラス(22)

co − 𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題が𝑁𝑁𝑁𝑁に入るかどうかは不明 (多分入らない)

一方で、
素因数分解問題は 𝑁𝑁𝑁𝑁 ∩ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁に入ることが分かっている。

素因数分解問題
入力： 𝑥𝑥,𝑦𝑦
𝑥𝑥はある素数𝑝𝑝と𝑞𝑞に対して𝑥𝑥 = 𝑝𝑝 ⋅ 𝑞𝑞を満たす。
出力：
𝑝𝑝か𝑞𝑞のどちらかが与えられた自然数𝑦𝑦よりも小さいならyes

一般に、公開鍵暗号に役立つのは、 𝑁𝑁𝑁𝑁 ∩ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁に入る問題。
𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題や𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁完全問題は公開鍵暗号に使えない。



４．その他の計算量クラス(23)

𝑁𝑁𝑁𝑁よりも大きいクラスで、有名なものとしては𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃がある。

定義（計算量クラス𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃）
決定問題(言語)𝑄𝑄に対して、多項式空間限定TMで𝑄𝑄を解くことがで
きるとき、『𝑄𝑄はクラス𝑃𝑃𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆に属す』という。

多項式空間限定𝑇𝑇𝑇𝑇：
ある多項式𝑞𝑞が存在して、任意の入力列𝑥𝑥に対して、
𝑇𝑇𝑇𝑇が止まるまでに訪れるテープのマス目の数𝑐𝑐が𝑐𝑐 < 𝑞𝑞 𝑥𝑥 .

多項式時間では、多項式回しかヘッドを右に動かせないので、
𝑃𝑃 ⊂ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃



４．その他の計算量クラス(24)

定理
𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃かつ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

(証明のあらすじ)

まず、以前の話からテープを何本にしても、𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃の定義は変わ
らないことが分かる。

２テープ決定性TMで非決定性TMを模倣するとき、𝑛𝑛ステップの非
決定性𝑇𝑇𝑇𝑇の模倣に、２テープ決定性𝑇𝑇𝑇𝑇は𝑛𝑛以下の長さのテープ
があれば充分であった。

よって、𝑁𝑁𝑁𝑁や𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁に入る問題は、多項式の長さのテープの決
定性𝑇𝑇𝑇𝑇で、解くことができる。 ■



４．その他の計算量クラス(25)

定理
𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃かつ 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃

P𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑃𝑃
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